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Introduccion

Los apuntes recogidos en el presente documento corresponden al temario de la
asignatura de tercer curso Fisica Estadistica de la Facultad de Fisica de la Universidad
de Barcelona. Se tratan los temas clasicos de la fisica estadistica, en el marco de la
teoria de las colectividades de Gibbs, asi como una pequefia introduccion a la estadistica
cuantica.

El enfoque elegido para el presente curso de fisica estadistica, al contrario que otros textos
mas tradicionales, es el de fundamentar toda la teoria a partir de la colectividad
microcanonica, deduciendo el resto de colectividades a partir de ésta. Ademas, se da por
separado toda la teoria, dejando para un documento posterior su aplicacion a sistemas
fisicos concretos.

1. Fundamentos de la fisica estadistica

La fisica estadistica se encarga de unir las teorias microscopicas (fisica clasica, cuantica,
relatividad, electromagnetismo,...) con las teorias macroscépicas (termodinamica, medios
continuos,...).

La fisica estadistica se divide en:

« fisica estadistica de equilibrio bien fundamentada y cominmente aceptada y
o fisica estadistica de no equilibrio diferentes fundamentaciones segun los
problemas a tratar.

Otra clasificacion se refiere a si la formulacion tiene en cuenta la coherencia cuantica
(fisica estadistica cuantica) o no (fisica estadistica clasica).

Existen dos formulaciones diferentes de la fisica estadistica:

« la teoria argodica (iniciada por Einstein) segun la cual el sistema fisico explora
todos sus estados microscopicos posibles, mientras que el estado macroscépico
viene descrito mediante promedios temporales, si bien esta teoria es de poco
interés practico para la comprension de los sistemas fisicos.



« lateoria de colectividades de Gibbs en la que se tienen una coleccion infinita de
copias del sistema, cada una en un estado microscépico diferente.

2. La colectividad microcanonica

2.1 La teoria de colectividades

Llamaremos macroestado a cada estado posible del conjunto de variables macroscopicas
(termodinamicas) con las cuales describimos el sistema. Igualmente,
Ilamaremosmicroestado a todos los valores posibles de las variables microscopicas con
las que describimos completamente el estado a nivel microscopico del sistema.
Llamaremos £2 al nimero de microestados compatibles con un determinado
macroestado.

En la teoria de colectividades tenemos muchas copias del sistema, cada una en un
microestado diferente, todos compatibles con el mismo macroestado del sistema. La
media entre todos los sistemas nos da el estado termodinamico.

Cada tipo de sistema se adapta a un tipo de colectividad, segun las restricciones que le
imponemos. En este capitulo, comenzaremos por estudiar la colectividad microcanonica,
adecuada para los sistemas aislados completamente del resto del universo.

2.2 Postulados de la fisica estadistica

Presentamos a continuacion los tres principales postulados de la fisica estadistica y sus
principales consecuencias.

Postulado 1 (de equiprobabilidad a priori) Todos los microestados compatibles con un
estado macroscopico de equilibrio de un sistema aislado son igualmente probables.

Como consecuencia de éste postulado solamente puedo aspirar a conocer el nimero de

microestados £2 , pero ninguna informacién adicional. Por la condicién de normalizacion,
p=1/Q

la probabilidad de un microestado en concreto sera .

Postulado 2 (sobre €2 en equilibrio) Si dos sistemas estan en equilibrio termodinamico
entre si pero aislados del resto del universo, el ndmero de microestados
02Ny, V1, Ey; Noy 12, E2)

es maximo respecto de todas sus variables.
Postulado 3 (de compatibilidad con la termodinamica) Todas las conclusiones y
predicciones de la fisica estadistica han de ser compatibles con la termodinamica.

2.3 Equilibrio termodinamico en la
colectividad microcanonica



Para empezar, supondremos dos sistemas en equilibrio termodindmico entre si pero

: : y E=EFE +E>
aislados del resto del universo. Fijamos la energia total a un valor :

Si la los sistemas no interaccionan entre si, 0 lo hacen tan débilmente que podemos
despreciar la contribucion de la interaccion, el nimero de microestados factoriza
42 =210

Si la pared que une los dos sistemas es diaterma, rigida e impermeable (tan sélo deja pasar
V=Ti+12 N=N+N;

la energia, y fijos ), la termodinamica nos dice que las

temperaturas de los dos subsistemas seran iguales. Esta igualdad se puede escribir, en

funcion de la entropia, como

( 05, ) _ (853 ) (2.1)
aUl 1r\»'hr:l. . 11 a[z'rj f'\'_g 12
Por otra parte, del postulado
Q(EL, N, W, E— E1,V—-1,N— N1) = (E)L(E — E5)
dos ha de ser
E,

maximo respecto la energia. La condicion de maximo para  nos da

a0 o o
(E):q. = EElﬂa -I-ﬂlanz E,=0

si aplicamos la regla de la derivacién en cadena a la segunda derivada, y tenemos en

E:=F—-E;
cuenta que Ilegamos a la condicién
1 (Bﬂl) 1 (Bﬂg)
ﬂl aEl ;..'1 .f"-'_l ﬂj an 1"3.;“5'_3
0 bien
(eamnl) _ (amm) (2.2)
1 Jvy OE> Jv,

P1 =Dz
Si relajamos la condicion de rigidez, la termo nos dice que, ademas, ha de ser .
Esta igualdad se puede reescribir como



95, {85, (2.3)
aij-l E:I. ‘P,..'l o aij-j EE1P'|.'-J-_|

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, imponiendo la condicion de
. " .
maximo respecto , llegamos a la condicion

dln B d1n 2, (2.4)
o E; Ny a oV, E5 No

Por ultimo, si ademas permitimos el paso de particulas, la termodindmica nos impone la

H1 = Ha2
igualdad de potenciales quimicos . De nuevo, esta condicion se puede escribir
como una igualdad entre derivadas
( 05, ) _ (35;) (2.9)
ON1 ) B vy V2 ) n, E,
Ny
Ademas, obtenemos la condicion de maximo respecto , que resulta ser
(amm) _ (amm) (2.6)
5_-'"\.-'_1 El 11 3_-“'1.-'_3 EE . 1.'2

2.4 Entropia de Boltzman

Del tercer postulado, las condicion 2.1 debe ser equivalente ala2.2,la2.3ala2.4y
la 2.5 debe ser equivalente a la 2.6. En todas estas condiciones, la entropia juega el
mismo papel que el logaritmo de €2 . Ademas, mientras que en termodinamica el estado
de equilibrio es el de méaxima entropia, en estadistica maximizamos £2 (o 1n €2 ). Todo
esto nos propone identificar que la entropia debe ser proporcional a el logaritmo de €2 .
La constante de proporcionalidad, que debe llevar las unidades de entropia, es la
constante de Boltzman. Por tanto,

S=kglnQ

A partir de esta relacién, podemos obtener la ecuacién de estado y otros parametros
termodinamicos utilizando las igualdades que se demuestran en termodindmica. Las mas
utiles son
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Eliminando E de las dos primeras ecuaciones, obtenemos directamente la ecuacion de
estado.

El hecho que la entropia ha de ser extensiva (su Unica dependencia con el tamarfio del
sistema ha de ser proporcional), nos impone la siguiente funcionalidad para el nimero de

microestados
F V
D=exps N | —, —

2.5 Calculo de =

En muy pocos ejemplos practicos podemos calcular £2 directamente. En el resto de
casos, hemos de aplicar estimaciones adecuadas.

En el caso de microestados discretos, se recontaran los estados en una banda de

AE/E <1
energia AE en rededor del valor deseado. En el limite termodinamico y
esta aproximacion no afectara a nuestro resultado.

En el caso de microestados continuos, consideramos que el volumen de un microestado

en el espacio fasico de 6V dimensiones es 2*™ (hipercubo de arista h). Dado que la
E = H(q,p)

fijacion de la energia nos rebaja una dimension el espacio, debemos

calcular el area de la hipersuperficie de energia £ . Esto es equivalente a calcular el

volumen entre las superficies de energias E y 0 E . Por tanto ,

0— L ff a3V 43Ny

IV
E<H<E+IE

Para realizar los calculos anteriores, puede resultar Gtil conocer el volumen y el area de
una hiperesfera de radio  :

E 7]-”.-"'3
nl(n/2)

n—1

A, =nC.r : con O, =

Foo ird
V, =0C,r

2.6 Gas 1ideal en 1la colectividad
microcanonica



Supongamos un conjunto de N particulas puntuales (sin volumen excluido) de
masa m Y sin interaccion (sin potencial). EI hamiltoniano del sistema sera

De lo dicho en el apartado anterior, debemos integrar a la superficie E = H , que
resulta ser una hiperesfera en el espacio de los momentos (dimension 3V ) y de radio
2mE
. El volumen de la cascara comprendido entre las
E+6FE Aap(r)dr
energias £y ser4 . El &rea se puede calcular a partir de la

formula dada anteriormente, mientras que podemos obtener ér diferenciando la
expresion del radio. El resultado final es

1 T T 1 AT (Zm ﬂ—E) 3}'!.'_:-" 2
0= dSP& . dSP\ — R N .
h3N f 1 L{H{E-I—EE P RN (3N/2-1)

La entropia se puede calcular mediante la formula de Boltzman

3. 4tmaE 3
S=kplnQ=kgN |[InV + -1n —
g o [ T3 3N T3
1/N
donde hemos despreciado términos en el limite termodinamico. Esta expresion de

la entropia no es aceptable ya que no es aceptable, ya que no ex extensiva (el volumen
deberia aparecer dividido entre N ). Gibbs se dio cuenta de que esto se debia a un mal
recuento de los micro estados, ya que las particulas son indistinguibles y debemos
dividir © por N! (las permutaciones de todas las particulas). Hecho este cambio, y
utilizando la aproximacion de Stirling para el factorial, Ilegamos a

V 3. 4mnE 3)

S~kgN |[In—+>1In
o ( N 33N s

Usando las relaciones termodinamicas habituales, podemos llegar a

3 NA2
E=SNkgT, pV=NkgT, p=ksTln
donde
5
N = [ h
\! 2rmkgT

es la longitud de onda térmica de De Broglie, que se identifica con el tamafio efectivo
de la particula, es decir, la distancia a la cual dos particulas interaccionaran.



La eS(T — 0) = —colfa la entropia resulta incorrecta para temperaturas muy bajas ya

que , cosa prohibida por el tercer principio de la te laznbdanica. La
razon de este mal comportamiento reside en que para temperaturas bajas se hace
muy grande y, por lo tanto, no podemos suponer que no existe interaccion entre las
particulas.

2.7 Gas ideal en mecanica cuantica para T
altas

Vamos a considerar el mismo caso que en el apartado anterior pero introduciendo la
cuantizacion de la energia. Veremos que llegamos al mismo valor de £2 que en el caso
clasico, ya que hacemos el célculo explicitamente para temperaturas altas, donde los
efectos cuanticos no tiene mucho peso.

En mecanica cuantica se demuestra que las energias permitidas para una particula en una
caja cUbica de arista L depende de tres nimeros cuanticos es

R2m?
E = o L,,[n +nl+nl), n;=12,...

El hecho que la energia total de Ias “w" particulas nos da la condicion
QmL E
Z &

que es la ecuacion de una hiperesfera en un espacio discreto de dimension 3N y de
\/ 2mLE/h%r?
radio

(An;)*N =1
Podemos suponer que, en este caso, el volumen de un microestado sera ya
ﬂﬂj =1
que para los nimeros cuanticos (que son naturales) . Por lo tanto, (2ser4 el
E+4E
volumen comprendido entre dos hiperesferas de energias E'y . Dicho volumen
§r = L ESE
sera igual al area de una de las hiperesferas multiplicada por . Debemos
tener en cuenta también que cada nimero cuantico tan solo puede tomar valores positivos,

por lo que debemos dividir por 23% . O sea

Azn(r)or 1

1 aN 93 N

0=



substituyendo los valores dados, encontramos la misma expresion que en el calculo
clasico, por lo que todos los resultados del apartado precedente siguen siendo validos
para el caso cuantico en altas energias.

3. La colectividad canonica

3.1 Equilibrio con un baifo térmico

Aunque la colectividad microcandnica resulta atil para la fundamentacion de la teoria,
tiene graves inconvenientes ya que en ella se fija la energia interna mientras que
experimentalmente tenemos bafios a temperatura fija. Por otra parte, resulta dificil
calcular el numero de microestados de un sistema con interaccion o donde importe la
coherencia cuéntica.

Para solucionar algunos de estos problemas se introduce la colectividad canonica, donde
se sitla el sistema en un bafio térmico. Por tanto, las variables a estudiarson T', Ny V",
El potencial termodindmico adecuado para estas variables es F' .

Para deducir las ecuaciones de la colectividad candnica aplicaremos la microcanonica al
sistema formado por el bafio mas el sistema. La probabilidad que la energia (del sistema)

E.
sea sera

P(E)=C M(E,) Q(E: - E)

donde ' constante de normalizacion. De la formula de Boltzmann

, 1 _ 95a Sa E-
(2, — e52HE-~Eo)/k geq[f"ﬂﬂﬂ SE, BT o ®y BT
Por tanto, nos queda
P(E )= K e E°
donde A es una nueva constante de normalizacion y es el factor de
Boltzmann.
La funcion de particion canonica de esta distribucidn resulta ser
Z=> M(E)e 75 =3 e
Es v
01(E,)
donde representa la degeneracién del estado r-ésimo. El valor esperado y su
dispersion se pueden calcular de la forma habitual
. d 5 o° ”
(Ey = ——1InZ AFE)" = InZ = —kgT-C.
Vo aﬁ NV ! ( ) aﬁj NV B i



De la ultima relacion vemos que la dispersion relativa respecto la media es muy pequefia
en el limite termodinami E™* por lo que la distribucion ha de ser muy picada en su maximo:
el valor mas probable ( ) es practicamente igue LIl promedio. Podemos identificar,
por tanto, estos valores a la variable termodindmica  (energia interna).

3.2 La colectividad canonica y Ia
termodinamica

Como hemos visto, la funcion de particion, si9 tenemos en cuenta que la distribucion de
la energia es muy picada entorno su valor medio, se puede escribir

Z=> M(E)=QE")e
E:
si aplicamos logaritmos obtenemos

E
InZ =n(E") ~ —
B

*

— —kpTInZ=0-T5

donde hemos tenido en cuenta la formula de Boltzmann para la entropia y
E* = (E)=U
que por ser la distribucién muy picada. De la termodinamica vemos
Ir—Ts=F
que , lo que nos motiva a definir
F(T,V,N)=—-kgThh Z

Algunas relaciones de la termodinamica Utiles en la colectividad candnica son

_eny ok _or
P=70 ) on T8 )y FTON)p,
o (E" . o
C, = — {(FY= ——1InZ
’ T >1-ZN ’ Y 93 >1'ZN

3.3 Bajas y altas temperaturas

Diremos que un sistema esta en bajas temperaturas si, para cierta temperatura y energia

TD Eu
de referencia y se cumple
T kegT
— &1 -1
T & , Eq &

En este caso, el sistema tiende a copar los estados de energia mas bajos, y, por tanto
(EYy=FEg; , S =1n Q(Ep)



Por el contrario, diremos que el sistema esta en condiciones de temperaturas altas si

L5

1 2 1
0 0

B

Si la energia no esté acotada, pasamos al continuo (nube de probabilidad) y aplicamos el
d — po

teorema de equiparticion. Si la energia esta acotada, tenemos y las

exponenciales de Boltzmann tienden a la unidad: la probabilidad de cada microestado es

la misma. Por tanto,

F=iYEeE) , s=kue

0= Z;- H(E,.}
donde es el nimero total de microestados. Nétese
{E:ﬁ' < Em,h
que )

3.4 Grados de libertad microscopicos

Cada variable microscopica que tenemos que especificar para describir completamente
cada microestado se corresponde a un grado de libertad del sistema. Diremos que el
Hamiltoniano es separable si se puede descomponer en sumandos que dependen tan
solo de las variables asociadas con un grado de libertad, i.e

H = Hrot+Htrms +Ha—rn +Ha.b5miccv5 + o

En este caso, ademas, la funcion de particion factorizaray F' sera aditiva.

Me - 1
. , . . keT < .
Cada grado de libertad podra ser discreto si en cuyo caso la funcion de

particion se calcula mediante el sumatorio

Z=> M(E)
E:

|
. . . TR ., . e,
0 bien continuo si , en cuyo caso la funcién de particion se puede calcular

como

o 1 . C
Z(T,N,V) = 7w f e~ BHpa) g3V, g3,

donde el factorial de V' se ha de incluir tan solo si las particulas son indistinguibles (no
localizadas). El factor k3% equivale a dividir por el volumen de cada microestado.

En sistemas en interaccién, el hamiltoniano se puede escribir



N o 2
T

i=1

Las integrales gaussianas se pueden calcular facilmente para llegar expresar la funcion
de particion en términos de la integral de configuracion

1 —8U(q) 3N
Z(T,V,N) = Huﬂf g3y

Si el sistema no esta en interaccion, la funcion de particion factoriza de la forma

1 __
Z(T,V,N) = = (Z(T,v))" , Z(T,V)=—= f e FH PGy @p

“'u"( h?

donde debemos incluir el factorial tan solo si las particulas son indistinguibles.

3.5 Teorema de equiparticion de la
energia

La distribucién de probabilidad de Boltzmann es
E_JH 3 fo...' 3 ﬂl.'- 3 ﬂl.'- 3 fo...'

donde dI' es un diferencial de volumen en el espacio fasico. Renombraremos las
_ o (piyq:) — (1:)
variables canonicas como :

Calculemos el valor esperado

aH _ 1 aH —JH AN
<I£3_13>__4frlarje d™'r

si tenemos en cuenta la igualdad
d —-A8H __ -5

—I;e

or;

integrando por partes tenemos

1 d 8.1 —6H AT e AT
i —8H _ —-8H| ;aN_ _ % IN.,  —GH 6N-1
< arj> 4f[ ﬁa:ej“ }d _3 4 4 f:n.e d

la primera integral no es mas que la condicion de normalizacién mientras que la
L;
segunda se anula en los limites de integracion de . Por tanto,
oH
r;=— ) = kgTé;;
or.

I

OH _;
i;€ 'H_.Tiﬁ_e AH

Brj



esta es la expresion (abstracta) del principio de equiparticion.

Por ejemplo, si tenemos un hamiltoniano del tipo

Lh\rj
— 7
H= E apr)
k=1

i=]
aplicando el resultado anterior para

oH _1 . _
<.Tia—ri> = Iy ; Ckkaik??i"z > = 1o '::I.T:T::' = k'BTEU

por tanto

Los resultados del teorema de equiparticién resultan ser completamente correctos para
altas temperaturas. En capitulos posteriores re-interpretaremos este resultado a la luz de
la fisica estadistica cuantica.

4. L.a colectividad macrocanonica

4.1 Colectividad macrocanonica

La colectividad se introduce, principalmente, para solventar los siguientes problemas

o EI gran numero de situaciones experimentales con interés con el nimero de
particulas variable: reacciones quimicas, equilibrio de fases, etc.

« Sistemas con gran densidad, donde la coherencia cuantica se debe tener en cuenta,
son mas sencillos si se deja variar el nimero de particulas.

Dado que en esta colectividad dejaremos sin fijar tanto la energia £ como el nimero de
particulas N, deberemos fijar sus variables conjugadas: la temperatura 1" (conjugada a

H _
la energia) y el potencial quimico  (conjugadoa N ).
Por tal de situar nuestro sistema en la fundamentacion de la fisica estadistica, enmarcada

en la microcanonica (sistemas aislados), debemos considerar el conjunto del bafio térmico
(que, a la vez, actuara como “reservoirtl" de particulas) y el sistema que queremos

Eq
estudiar. Consideraremos la energia del sistema total fijada al valor , que el nUmero
Nn ) E.
total de particulas es y que el volumen que comprende es V. Llamaremos ala
N; 1

energia del subsistema objeto de estudio, a su numero de particulas y  es su
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volumen. Para referirnos al bafio indicaremos un subindice ~"2". Las propiedades del bafio
seran, pues

Er=FEn—E , Na=Ng—N, , Wb=V-W1

Excepto una constante de normalizacion C' , la probabilidad de que el sistema estudiado
E. N,
tenga energia y particulas sera

P(E;, N;) = CO1(Ey, N,) Q2(Es — By, No — )
De la microcandnica sabemos que la entropia del bafio sera
S2(Eq — By, No— Ng) = kpln Q2(Ep — E, Nog — N,
Si desarrollamos por Taylor tenemos
05,

==l E. -
6E |z

055
2l N4

S2(Eo — Ey, No = N,) = S5 (Eo, No) — -
1 Ng

Por las relaciones termodinamicas conocidas en capitulos anteriores, podemos escribir
las derivadas anteriores en funcion de variables termodinamicas conocidas, i.e

353 . 1 553 . L
8E T ' &8N T
es decir, recopilando todas las relaciones
. E,  uN;
S’::S’:E _'“'l." — :I{' lﬂﬂ’:
& -Ii O3 D;I T T E &

por lo que podemos escribir
ﬂj — ESEEED‘&;:‘:"‘;‘:BE—E( E,—uN,)

4= 1|,-’rk‘BT
donde :
Qs
Podemos introducir el valor de en la expresion de la probabilidad.
S2(Ep, No)
Como es un valor fijo, podemos absolverlo en la constante de

normalizacion, por lo que nos queda

ﬂl E\E;l 3 ﬂ,?s}e—_.-_-’F(E‘___“;\rsj

P(E,N,) = .

Por la condicion de normalizacion la suma de todas las probabilidades extendida a todos
los valores de la energia y del nimero de particulas debe ser la unidad, por lo que debe
cumplirse

Q(T, 1, V) Z Zﬂ E,, N,)e=BE-+8uN.
N.=0 E,



ésta es la funcion de particion macrocanoénica.

Una variable atil para escribir la funcion de particion es la fugacidad z := e :=e™ = |
La funcion de particion queda

o0
=0 N.=0
Z(T,V, N,}
donde no es mas que la funcion de particion canonica.

4.2 Fluctuaciones y valores medios

Como es habitual en la técnica de la funcion de particion, se pueden escribir los valores
medios y las fluctuaciones como simples derivadas. Para el nimero de particulas,
tenemos que el valor medio se puede expresar de tres formas diferentes

. o d d
(N} = (k'BT.—]-TJQ> = (—.—]-U Q) = (3—]-T1&2>
O TV da TV 0z TV

por lo que respecta a las fluctuaciones, tenemos

5 a d
ANV =kgT | — (N} — | —— (N}
( ) 5 (aﬂi f)m-' ( da er-'

Este resultado se puede re-interpretar en términos de funciones respuesta desarrollando

la derivada respecto el potencial quimico en funcion del volumen especifico
v=V/(N)
, es decir

Ny = J (N} IV v e
(AN) kBT(m,) =k3-r(57’”“) . (a_> _
O Jryv O Jrv v? \Ou/ry

(N (o 8 (N2 1
t O /v \O1/ v vor

L
donde g es la compresibilidad isoterma. De este resultado se ve claramente
AN/ (N} —0
que en el limite termodindmico. Para muchos sistemas, los
(AN)? = (N)
Ilamadosnormales, :

Por célculos similares se puede demostrar que el valor esperado de la energia es



Por otra parte, las fluctuaciones son

2 a ; b ] B . ] a N 3 T
(AT)? = — <f fU}) — kgT? (,— f[,-’}) — kpT?C, + ( ” fE}) (AN)?
95 ).y or ') .y o(N) '

4.3 Colectividad macrocanonica 'y
termodinamica

La termodinamica nos asegura que para una situacién de equilibrio con un bafio térmico
y un reservoir de particulas existe un potencial privilegiado: el gran potencial

B(T,u,V)=U —TS — uN

E = —_pIH_
Ademas, se demuestra que para el sistema hidrostatico se tiene

De la termodindmica sabemos, también, que la entropia se puede escribir como una
simple derivada del gran potencial

o=
¥=- (ﬁ> Ve

Por analogia con la colectividad candnica postulamos la relacion

E(T,1,V)=—kpgTlnQ

Naturalmente este postulado debera contrastarse experimentalmente para ser
considerado cierto.

La ecuacion de estado se obtiene eliminando el potencial quimico entre la definicién del

gran potencial y la ecuacion del nUmero medio de particulas. El resto de magnitudes
S(N,T,V)

termodinamicas se obtienen a partir de la entropia , donde tenemos que

haber eliminado el potencial quimico.

4.4 Equivalencia entre colectividades

Tal y como hemos demostrado anteriormente, las fluctuaciones respecto de la media son
muy pequefias tanto para la energia como para el numero de particulas. Por lo tanto, en
el sumatorio que da lugar a la funcion de particion practicamente solamente contribuiran
los valores E* y \N* para los cuales la probabilidad es maxima, i.e

O ~ Q(E*, N*)em 08 +5N"x



y, por tanto, el gran potencial ser&
E=—%Th9%—@T@mr—aﬂ+ﬁNm)Z—@Tmm+£ﬂ—wm=—Ts+U-

que es justamente la definicion del gran potencial. Esta es una prueba mas de que, en el
limite termodinamico, nuestro postulado sobre el gran potencial es correcto.

4.5 Sistemas ideales

Anteriormente hemos visto que podemos escribir la funcién de particion grancanonica
de la guisa

Q[T: I{'—, #} — Z zf-.-',g(-T, ]:,f', P""Ts)

Lh\rs

Ng
Si el sistema esta compuesto por particulas idénticas, indistinguibles, seglin la
correccion de Gibbs se puede escribir

1
HEEN]—WE (T, V)

Por tanto, la funcién de particion macrocanonica se puede escribir

27 Ve — o2&
AT, V, ) = ZY (227)Ne = e

donde hemos empleado la serie de Taylor de la exponencial. Por altimo, en caso de
particulas idénticas e indistinguibles se puede escribir el gran potencial como
" =—kgl:zZ;

Si las particulas estan localizadas no procede utilizar la correccion de Gibbs i, por tanto,
la funcion de particion resulta ser

i v 1
Q(.T!If!#) = Z(z‘z’l]ms = 1 — ,.,Z'l

N.
y el gran potencial queda
E=kgTIn(l— zZ)

Dado que el logaritmo solamente esta definido real para valores positivos, tenemos una
|221| <1
cota sobre el potencial quimico, .

5. Estadistica cuantica

5.1 Introduccion



En mecanica cuantica se pueden calcular los valores esperados de un operador A en un
)
estado cualquiera segun las férmulas habituales

(4) = vidp

<,13> = | A%

47 ()~ (4

Una manera alternativa de realizar estos calculos consiste en introducir una

Je,
operador matriz densidad  de forma que los valores esperados se pueden escribir en
forma de traza, i.e

(4) =u(ds) =Y wddple

|¢0s)
donde es una base cualquiera del espacio de Hilbert. Si suponemos que la matriz
p=p
de densidad es un observable (es decir, autoadjunto ) debe admitir una
expresion diagonal del tipo
b= Z w;il

Wy |2}
Las constantes se pueden interpretar como la probabilidad de cada estado . La
condicion de normalizacion se puede demostrar considerando el valor esperado del
operador identidad

(1) =17 wx(a) = Yo slals = e 19 6 5) = Y
] i I
- Zwiaij = Zu;,,—
1.7 i

Gl gy)* =




En equilibrio, la matriz de densidad no debe ser funcion, pero si debe depender de las
variables del sistema. La Unica constante del movimiento que cumple estas condiciones
es el hamiltoniano, es decir

p-1(a)

5.2 Colectividades cuanticas

Microcanonica
En la microcandnica cuantica todos los estados deben ser equiprobables i, por tanto,
todos los “ deben ser iguales. Por tanto,

Wi = % , Wi

donde £2 es el nimero de microestados.

Sin embargo, estos resultados no nos ayudan a imponer las condiciones de simetria i
antisimetria de las funciones de onda, ya que no sabemos cual es la base adecuada del
espacio de Hilbert.

Canonica

Definimos la matriz de densidad, por comparacion con la probabilidad en la canénica,
de la manera siguiente:
—-8H

Zn

€

p=

Si imponemos la condicion de que la traza debe ser igual a la unidad, teniendo en cuenta
que los estados propios de la matriz densidad lo son también de la energia, tenemos
aH BE;
i =
N

()= i5—li=35

P\'—
i

=1

de donde
_; _BE. (5.1)
Zn = tr (e _JH) _ ZE BE;

i

que es la misma definicion de la funcién de particion canonica. Sin embargo,
continuamos sin poder encontrar la base que implemente las condiciones de coherencia.



Macrocanonica

En este caso, tenemos dos operadores H i IV . Normalmente, el hamiltoniano no
afectara al nUmero de particulas, es decir

[H‘, ‘w] —0
i, por tanto, podemos encontrar una base donde los dos toman forma diagonal, i.e

H|i) = Eili)

N i)y = Ni|f)

La matriz densidad vendra dada por la misma expresion que en la candnica nos da la
probabilidad, es decir

) e—B(H—pN)
pP=——————"

i, por tanto, la funcion de particion macrocanénica toma la forma ya conocida
O = tr (e—_ﬂtff—pﬁ"j) _ Z o= B(H:—uy) (5.2)

i

Maés adelante veremos que el hecho de tener la libertad del nimero de particulas nos
facilita la introduccion de las condiciones de coherencia.

5.3 Sistemas de particulas idénticas

5.3.1 Condiciones de coherencia

Un sistema estara compuesto de particulas idénticas si no existe ningun observable que
distinga dos particulas. Esto es lo mismo que decir que el hamiltoniano H hade

E.
conmutar con el operador de permutacion , €s decir

[ff,ﬁ,;j] =0 donde PyH(...i...j..)=H(..j...i..))

Los estados propios del hamiltoniano lo seran también del operador de permutacion, es
decir



H (1551' |'f.-'}) =P;H)=E (f’i;‘ |'f.-'})
Pi 'lﬁi ;= f
Dado que i que la permutacion es un operador autoadjunto tenemos
V| PP = 1!|I|i = | |} |3

= - * -
(ng |?.-'}) (Pi._f |’*.—':") =

i, por tanto, los valores propios tendrdn modulo unidad. Por ser un operador
autoadjunto, tenemos

-

ps:‘ ) )

pij |'E__'::' = :I: |'i!__'::' (53)

El siguiente teorema nos dice que tipo de particulas cumplen la igualdad con signo
positivo y cuales con signo negativo.

Teorema 5.3.1 (conexion spin-estadistica) Llamaremos s al spin de cada particula,
tenemos

Bosones:
s=10,1,2,...
Son las particulas con spin enero . Sus funciones de onda son
simétricas, es decir, cumplen la igualdad 5.3 con signo positivo, i.e
By i) = )
Los bosones siguen la estadistica de Bose-Einstein.
Fermiones:
_ 1 3 5
5 = REIEELEE
Son las particulas con spin semimpar . Sus funciones de onda
son antisimétricas, es decir, cumplen la igualdad 5.3 con signo negativo, i.e
Fj vy = =)

Los fermiones siguen la estadistica de Fermi-Dirac.

5.3.2 Principio de exclusion de Pauli para fermiones

o
=l

Denotaremos, en general, las coordenadas de cada particula por

, . £
.E.'Ii"'!"‘:-l!"'!":-j!"'} ., . B .
Sea la funcién de onda de un conjunto de N fermiones. De la
condicion de antisimetria tenemos
D ol o # — af s # — : ; o
Pij"!.- ( Sayiy e yiiye jl =1u Ii sayiye e gy jl = —1u ( Cyiiyr e aingys jl


http://www.lawebdefisica.com/apuntsfis/estadistica/#eq:Ppsipm
http://www.lawebdefisica.com/apuntsfis/estadistica/#eq:Ppsipm

. — i,
=T T

Si 1 =0 esta Ultima igualdad implica que la funcion de onda debe ser nula. Dado
que no es una solucidn fisicamente aceptab £;debemos exigir que, para un sistema

de fermiones todas las coordenadas generalizadas  sean diferentes. Es decir, todos los
fermiones deben ocupar estados diferentes. Este es el principio de exclusion de Pauli.

5.3.3 N particulas idénticas i libres

Para un sistema de N particulas idénticas i libres podemos descomponer el
hamiltoniano como suma de hamiltonianos monoparticulares

H = Z Hi 3 Hit;jn:,' (‘E—:a] = £ (‘Ei}l

el (&; Hi i
donde e es la funcién de onda de con energia  (estado propio de energia

monoparticular). La funcion de onda de las N particulas se puede escribir como
producto directo de las funciones de onda para cada particula, i.e

.E.'Il:j_"'l:;.'.' (El; L] ;‘Ef\'—} = tf:',l:]_ (‘El;l v iP-:;.;(EP\"}

£

Esta funcion es propia del hamiltoniano total, pero no implementa las condiciones de
coherencia. Podemos escribir la funcion de onda de un sistema de N fermiones o bosones
como combinacion lineal de funciones de onda de este tipo.

Para los fermiones, debemos escribir la funcion de onda como una combinacion
antisimétrica de los niveles mono particulares, es decir

1
Y = W Z (—1)7F) e, (Ep)) ey (ER(N))
N
FeSy
S _ E(P}
donde es el espacio de las permutaciones de N elementos y es el signo de
1/4/N!

la permutacion F . El prefactor asegura la normalizacion de la funcién de

onda. Esta funcion de onda se puede escribir también mediante el determinante de
Slater (colocando los niveles energéticos por filas y particulas por columnas):

Per (§1) 1 ealén)

1 1

1 = ? . .
ir?:,\.' ('E-:l} e PEN (Eﬁr}

Para los bosones la funcion de onda simétrica, ya normalizada,resulta ser



s_ | 1

1 Z De I:\EPEIII) CroDan I:\EPIIH'])

"E_' f— ]
1‘» N2 T T2 N° Pogy
L £
donde  esel numero de ocupacion del nivel . Naturalmente,

N:Zni

Con estas funciones de onda se pueden calcular las correspondientes funciones de
particion, segun la definicion 5.1. Se puede demostrar que, en general, se cumplen las
desigualdades

7B-E - 7 M-B ~ 7F-D

donde la funcion de particion en la estadistica de Maxwell-Boltzman se calcula sin tener
en cuenta fendmenos cuanticos, pero incluyendo el factor de Gibbs
] N (5.4)

EILI—EI:\.T: F', _.“'n,-'-) — ﬁ Ze—_ﬂEr
A" E.

5.4 Funcion de particion del sistema de N
particulas

Para los sistemas de Maxwell-Boltzman podemos obtener la funcién de particion en la
colectividad canonica segun la expresion 5.4. En cambio, no es sencillo calcular la
funcion de particién para las estadistica de Bose-Einstein y de Fermi-Dirac en la
colectividad canonica. Para poder proseguir, debemos pasara la colectividad
macrocanonica.

[H, w] —0
Si el hamiltoniano no crea ni destruye particulas, , podemos encontrar una
) L
base propia de los operadores W y H a la vez. Sobre esta base, el factor de la
macrocanonica actuard trivialmente, i.e

|

-, o - s - -

Por construccion, se construird como producto directo de las funciones de onda
monoparticulares. Por lo tanto, se cumpliran las relaciones siguientes


http://www.lawebdefisica.com/apuntsfis/estadistica/#eq:Z
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N:Zn; , E:Znifi

L L
Donde  son los numeros de ocupacion para cada estado. Para los fermiones,  solo
puede ser 0 0 1 ; mientras que para los bosones puede tomar cualquier valor.

En consecuencia, la funcion de particion macrocandnica se puede escribir, segin 5.2,

(T L, '[f] —tr( I:H N :I) :Ze—btzj(nj:j—}tnj ZH ( J:Jq) 3
{n} {n} 7
donde z := e . El sumatorio se extiende, en principio, a todos los conjuntos de
{n:} - o

enteros que cumplen las condiciones de coherencia. Si suponemos que se puede
conmutar el sumatorio con el productorio, el sumatorio se extendera tan solo

n;
al correspondiente a cada factor del productorio, es decir,

o) =TIE (*2)"

Qi
Vemos que se puede descomponer como el producto de funciones de particion para

cada estado
QT, 1, V)=]]Q; donde Q= Z (e—_ﬁcjz) nj

I i

r

Si queremos particularizar al caso de los bosones debemos realizar el sumatorio
n; =0 n; =00

desde hasta . La serie, que resulta ser geométrica, puede

sumarse>1facilmente para obtener

:]B E 1
1 — ze— 3:_:,
donde, para garantizar la convergencia de la serie, debemos exigir

|e_-3':':-"_“:' <1 |, u<e,¥

i, en concreto, el potencial quimico ha de ser menor que el mas pequefio de los estados

H = €p
energéticos (el estado fundamental del sistema),

Por otra parte, en el caso de los fermiones, los nimeros de ocupacién, por el principio de
H_T' E 1
exclusion, i, por tanto,


http://www.lawebdefisica.com/apuntsfis/estadistica/#eq:Q
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QF P =14 ze™7

Por Gltimo, recordemos que para las particulas clasicas (indistinguibles), la funcién de
particion se puede escribir de la forma

Q}'[_B — ez,Zl , 7y = E :e—_ﬂc,.

"
Se pueden escribir todas estas formulas de forma unificada de la forma siguiente

1 1 (55)
q:=an=EZm(1 +a::e‘-3fi) : Qj:(1+a3 e—.ﬂcj)
j

donde
—1 bosones
= 1 fermiones
0 particulas cldsicas

Para el caso de fermiones y bosones, con estos valores de a , la ecuacion 5.5 se reduce
a las expresiones esperadas. Para las particulas de Maxwell-Boltzman, desarrollando por
Taylor el logaritmo®2, tenemos

1 2 Aes
g = lim — (a:r e b 4 o(a‘]) = Z ze Py =227,

i i
que es el resultado esperado.

5.5 Estadistica de los numeros de
ocupacion

En la notacion unificada 5.5 podemaos calcular facilmente el valor esperado del nimero

de particulas
. dln Q 1
INY = =z . = = .
s ( 0z >1-',:r EJ: z~1ef +a

Vemos que el valor esperado del nimero de particulas se puede descomponer como el
valor esperado de los nimeros de ocupacién

: 1 - :
i) = sy 0 WNI= Z (50
1
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Por otra parte, podemos calcular las fluctuaciones de la forma habitual

ik jk
- (n2) { ) (n;)? (n:) (n) =
Z T2/ +Z \T2i ek — Z \Fef 0 — Z \T25 ) \Rky =
3 i=k i i#k
= a ) 5 5
Z({n_?,}_{n_f} ) :Z[&HJ;I
I J
n; (ring) = (n;} (ng)

I . .
donde hemos usado que los son independientes y, por tanto,
Las fluctuaciones de los numeros de ocupacion son, pues

. 183° (n;)
An) = | == — Ing. = S S ¥ A
Ii H.T) ( ,3361) I 1 + az e—_ﬂ:_,'

5.6 Limites de la estadistica cuantica

5.6.1 Limite clasico

El limite clasico viene dado por
(nj} <1
donde las tres estadisticas coinciden. Esta condicion es equivalente a imponer

A
?{:il

en donde {ambda es la longitud de onda térmica de De Broglie y I representa las
dimensiones del sistema.

En la demostracion rigurosa del limite clasico aparece, de forma natural, el factorial de

Gibbs y el factor h*Y | hecho que justifica las hipotesis realizadas en capitulos
precedentes.

5.6.2 Limite continuo

En el limite continuo podemos substituir los sumatorios por integrales
Aj &0
E aj—"?ﬂ\e — f ale)gle)de
_ Ae 0
J

g(e)
La funcion nos indica el peso de cada estado.



De esta forma, podemaos escribir la funcién de particion
1 _a 1
g=Ing =~ ]_u(l-l—a:re-':) gle)de+ —In (14 az)
a o+ a
donde hemos incluido el primer termino del sumatorio (el nivel fundamental) para

9(0)=0
tenerlo en cuenta en los calculos en aquellas situaciones en que .

De idéntica forma, podemos escribir el nimero medio de particulas

. [0 gle)de z
|"_.'1'I|||'l':| —
v o+ z lefe 4 a + 14az

. € gle)de
P S — L N A
R e

donde hemos eliminado el término referente al estado fundamental ya que no aporta
energia.

i la energia

Por ultimo, podemos escribir las fluctuaciones

4 [ z=te% g(e)de
(&_'ﬁ'l.")_' = 1.5 Ii jl 2
0 (z7lePc 4 a)

)

Footnotes

.. reservoirtt
Diremos que un sistema es un " reservoir" de particulas si es capaz de intercambiar
tantas particulas con cualquier otro subsistema sin variar su potencial quimico.

.. sumarse>1

Ir| <1

La suma de la serie geométrica es muy sencilla, para tenemos

o0

=i

y i —
1—r
=0
.. logaritmo®2
El desarrollo Taylor del logaritmo neperiano es
2 3 1
T r b
In(l+zr)j=2——+—5——+ - para —1<r<1

2 3 4
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