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El texto que se presenta en esta publicacién fue elaborado du-
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con el objeto de jue pudiera ser utilizado como libro de texto.
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peracién académica -jue se lleva a cabo dentro del proceso revolucionario
1ue vive ese querido pais.

Estoy convencido jue este material puede ser de gran utili-
dad como libro de texto o de consulta para cualjuier estudiante que comien

za a introducirse en la Topologfa General.

Angel Tamariz Mascaria

México D.F. , Agosto de 1984.

INTRODUCCLON

Las ideas o problemas de esta teoria matemdtica moderna,
la topologfa, son tan antiguos como el hombre mismo. Asi, un ni?do
realizaba una actividad topoldgica cuando al jugar con sus canicas,
y al tirarlas una por una, las introducfa todas en un solo potecito
o cuando enrollaba un trozo de alambre, formaba un aro con él.

Uno de los mds conocidos antecedentes de la Topologia-es
el famoso problema de Euler de los puentes de Konigsterg. Pero
no es sino con las investigacionés de George Cantor alrededor de
i870 que podrfamos afirmar que la topologia como teoria matemdtica
en si empieza a perfilarse cuando con algunos problemas moderacdos
en la teorfa de series de Fourier, investiga las propiedades de !cs
subconjuntos del sistema de los nimeros reales y del espacio eucii-
deano n-dimensional. Cantor estudié alguncs conceptos nuevos rela-
cionados con la distancia. EI cbnsideré el derivado de un conjunto
X de puntos en el espacio euclideano n~dimensional! como el conjunto
de todos los puntos x que tienen la propiedad de que pédr?a hallar-
se una infinidad de puntos de X dentro de una distancias arbitraria
pequefia. .

Como podemos notar, en esta definicién de derivado de u~
conjunto, Cantor ya usa la idea de adherencia de puntos, de vecin-
dades. Este concepto serd decisivo en la formulacién dé 13 defini-
cién de Topologia usado por Ku}atowski. Aunque huto importantes
sequidores de Cantor en la década de 1880, tales como los italianos
V. Volterra y C. Arzela que usaron los conceptos de Cantor, ya no
en el sentido de espacios convencionales sino que estos espaciocs
pudieron haber sido aquellos en que los ""puntos' tipicos godrian

ser curvas o funciones. El paso més importante dado al respecto



fué hecho por Maurice Fréchet en 1906 quien expuso que el concepto
de distancia podria definirse para pares de “puntos' iqualmente
abstractos pero que desarrollaran sus propiedades de una vez. Este
concepto aplicado en un espacio especifico es 1o que hoy se conoce
como espacio métrico.

Poco después F. Riesz y F. Hausdorff observaron que la
funcidn distancia no satisfacia para la mayorfa de los fines nece-
sarios y que el concepto auxiliar de vecindad (esféricas) de un
punto X satisfacia la idea de distancia en un espacio métrico, esto
es, una vecindad es el conjunto de todos los puntos "dentro de una
cierta distancia de'" x pero gue ésta tiene una serie de propiedades
adicionales adecuadas para generalizar los conceptos.

En este concepto, axiomatizado, de vecindad, es precisa-
mente donde radica toda la teorfa topoldgica moderna. Hoy en dia
la topologia general ha proporcionado la base para el estudio mas
avanzado de campos topolégicos como son 1a topologia algebraica y
diferencial y se espera que esta rama viviente de las matemdticas,
18gicamente organizada, sea aceptada por las mentes abstractas y
creadoras por algin buen tiempo en el futuro.

Para resumir lo que se entiende por topologia, podria
decirse que ésta es una rama fundamental de las matemdticas Yy tal
como la.mayorfa de las ramas de las matematicas, ésta no admite
una definicién sencilla y concisa. Sin embargo, como la topologia
histéricamente tiene sus raices en la geometria y en las funci;nes
reales vy complejas, podriamos decir que la topologfa se considera
como el estudio de las propiedades preservadas por ciertos grupos
‘de funciones continuas, los homeomorfismos. Por esta }azén, cuan-
do deciamos que al enrollar un trozo de alambre formi3bamos un aro

con &1, realmente lo que se estaba haciendo era una transformacidén

continua del alambre al aro, etc.

De hecho, la descripcidn anterior del concepto de topo-
logia, no profundiza en forma concisa el concepto general de !a
misma, pero da uma idea bastante esencial de la topologia.

€ste libro llena varios propdsitos fundamentales: sO-
lucionar el problema de carencia de textos bdsicos en nuestra
universidad y en &l se encuentra desarrollado en forma ampiia
el programa de la asignatura que se imparte en la carrera de
matemdtica.

E) libro se divide en siete capitulos. En el primerc
intitulado Preliminares, se discuten los temas de lenguaje de
conjuntos, nimeros cardinales, espacios métricos y funciones.

Nosotros consideramos que estos temas sOn necesarios
y badsicos para la comprensién de los conceptos fundamentales a
tratar posteriormente. €n el capitulo dos se expone el material
conceptual de topologia con una serie de ejemplos v ejercicios y
en el capitulo tres se expone ampliamente el concepto de topolo-
gia; esto es, aqui se estudian las transformaciones continuas vy
la convergencia. Se proponen métodos en el capitule cuatro para
construir espacios y en los capitulos gubsiguientes se extiende
e los espacios topoldgicos los conceptos clasicos del analisis
tales como axioma de separacidn vy numerabilidad, compacidad y
conexidad con variedad de ejemplos Y ejercicios propuestos.

En verdad, este libro de texto de topalogia es el
primero de su tipo que se escribe en Nicaragua y por consiguien-
te tiene un valor histérico y cientifico de trascendencia. No-
sotros consideramos que en estos momentos en que la patria empie-
za, por primera vez, una etapa de desarrollo social esencialmente

. 2 H r-
proletario y que podrian, en un sentido, las matemdticas conve



tirse en herramientas netamente de servicios para resolver los
ingentes }roblemés econémicos y demograficos del pais y que efec-
tivamente si esto ocurriera seria una gran conquista revolucion~
ria. Sin embargo, podria suceder gue en el trayecto de cierto
nGmero de ados las matemiticas se convirtieran en emplricas vy
tendriamos que importar la matemdtica tedrica. Por esta razén
este libro de matematica tedrica viene a incentivar en primer lu-
gar la elaboracién de libros de textos bdsicos y con esta ejerci-
tacién se ha de contribuir a mantener una actitud de estudio e in-
vestigacién de parte de los docentes, asegurando de esta forma la
existencia de una fuente tedrica de donde se nutra la matemitica

aplicada.

Los Autores
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CAPITULO PRELIMINAR

introduccidn

En este capitulo preliminar, se alistan en las secciones
1, 2, 3, 4, 7 una serie de resultados sobre conjuntos, funciones,
producto cartesiano y espacios métricos. Como se podrd apreciar,
se dan pocas demostraciones y se deja que el lector acomplete aqueltlas
que no aparecen. El objetivo de este capitulo es recordarle al alumno
conceptos, definiciones y teoremas que seguramente ha manejado ya en
cursos anteriores y que serdn utilizados en el transcurso de los capfl-
tulos subsiguientes.

En la seccién 5 se discute sobre cardinalidad de conjuntos
y en la seccidn 6 se trata someramente el axioma de eleccidn y pro-
posiciones equivalentes. EI desarrollo de estas secciones es limi-
tado y solo se ha buscado tratar estos temas de manera sencilla y su-
ficiente para las necesidades de nuestra materia. Para una profundi~

zacibn en estos temas, ver por ejemplo [11].

seccidon 1.~ Conjuntos:

De ‘una manera rigur;sa, el término conjunto es definido
por medio de una lista de axiomas; sin embargo, para nuestros pro-
pdsitos nos bastard con dar una idea intuitiva de conjunto: Un
conjunto es una coleccién de objetos que satisfacen alguna propledad.
(Ver[l.ﬂ)

La coleccion ™={1,2,3,...} de nGmeros naturales; la colec-
cién de nimeros primos; la coleccién de lineas en un plano gque pasan

a través de un punto fijo, son ejemplos de conjuntos.

Si A-es un conjunto y x es un objeto de A, a x le 1larnaremos
elemento © punto de A y el simbolo xe& A significa: x es un elermento
de A.

pados dos conjuntos A,B, si cualquier elemento de A perterece
también a B, entonces decimos que A es un subconjunto de B. A este he-
cho lo denotaremos por AEB. Si Ay B tienen los mismos elementos,
entonces diremos que A y B son iguales: A=B. Esto es equivalente a
A€B y BEA.

Si A€B pero A#B entonces diremos que Aes unvsubconjunto
propio de B. ‘

£l conjunto Z={...°n,0..,=1,0,1,2,...,n,...] de nimeros
enteros es un subconjunto del conjunto de niimeros racionales

R ={n/m; m,n , mfO; m y n no tienen divisores comunes

diferentes de 1}

Con respecto a la inclusién € tenemos que para conjuntos
A, B, C, se cumple

1.1 (a) A=A

(b) A€B y BESA = A=B
(¢) AsB y BEC = AcC.

Consideramos también como conjunto a ia coleccidén que carece
de elementos: {x:x#x}. A este conjunto lo denotaremos por § y adop-
taremos la convencidén #< A para cualquier conjunto A.

Sea X un conjunto. Denotaremos por C(X) a la coleccidn de
subconjuntos de X. A este conjunto le llamaremos el conjunto potencia
de X. Por ejemplo si Xx={1,2,3}, entonces 0(X)={U,X,{1}.{2},{3},{1,2}.
{1,2},(2,3}}.

Si A,B son subconjuntos de X, denotaremos por AUB al con-

junto unidn de A y B que definimos como AUB={xeX:xeA & x€ B}.



Denotaremos por, ANB al conjunto interseccion de A y B que es el
conjunto de puntos que pertenecen a Ay a B; es decir,
ANBe={xe X:xe A y xe B}
Por fin A-B denota la diferencia de los dos conjuntos y
es la coleccidn de puntos que pertenecen a A pero no a B:
A-B={xe X:x&A y x¢Bl.
Al conjunto X-B le llamamos el complemento de B en X.
Con respecto a estas operaciones de conjuntos, Sse puede
demostrar las siguientes reglas:
1.2 - Teorema: Para cualesquiera tres conjuntos A,B y C
se tiene que
Conmutatividad:
AUB=BULA
ANB=B NA
Asociatividad:
ay(suc)=(ausBiuc
an(snc)=(ansinc
Distributividad:
an(auc)={ansiy (ANC)
Au (B0 C)=(AUB) N(AVUC)
fFdrmulas de De Morgan:
c-(auB)=(c-a) N (C-B)
c-(ans)={c-aA) v (c-8)

Demostracidn: Las demostraciones son sencillas y solo
desarrollaremos, a guisa de ejemplo, la correspondiente a la igualdad

c-(AuB)=(c-A) N (C-B):

x€C-(AUB) & x@C y x¢ AUB& xely xgAy x¢s &

xely xg¢Ay xel y x¢B &P xg(C-A)N(c-8).

-y -

£s decir, C-(AuBlE (c-A)n (c-8) v (c-a)plc-B)g c-(rVB),
de myui se obtiene la igualdad. o

Las nociones de unidn e interseccidn de conjhntos las pode-
mos generalizar como sigue:

Sea ﬁ una coleccidn cuyos elementos son conjuntos, entonces
la unidén de los ¢onjuntos que pertenecen a ;. Uflt:Eef }, es el con-
junto de elementos o puntos que pertenecen a alguno de los conjuntos
en g :

U{E:Eeﬁ }={x:xe& E para algln E€ ﬁ }. La interseccidn de
los conjuntos en ﬁ es la coleccidén de puntos que pertenecen a tozos Y
cada uno de los elementos en ﬁ:

N(E:EecB }={x:xeE para todo E€ 5 }.

Las notaciones ELJeﬁE' EO‘E también seran empleadas para designar unidn
e interseccidn, respectivamente, de los conjuntos en f .

Los resultados en el Teorema 1.2 se cumplen también para
una coleccidn cualquiera de conjuntos. Asi, por ejemplo, las reglas
distributivas y las f5rmulas de De Morgan guedan expresadas en este
caso como :

1.3 - (a) ANIUE:Eef N=UlanE:E€S ).

(5) AU (E:Eeg N=NTAVEEEB ).
{c) c-(U{E:eeﬁ))-ﬁ{t-s:Eeﬁ}.
(4) c-(N{E:Eeg P=Uic-E:E ef}.

seccién 2.- Producto Cartesiano de Dos Conjuntos:

sean A y B dos conjuntos diferentes del vacio. Para cada
elemento agA y cada elemento be 8 podemos considerar un nuevo ob-
jeto (a,b) que llamaremos pareja ordenada. las parejas ordenadas

estan determinadas por la siguiente condicidn:



-5 -

{a,b)slc,d) si y solo si a=c y b=d.
En parti;ular, (a,b)=(b,a) si y solo si a=b.

Al conjunto de parejas ordenadas (a,b) donde a¢A y beB,
le 1lamamos el producto cartesiano de los conjuntos Ay B y 1o deno-
tamos por AxB. €En el caso en que A=B, entonces AxB se denota ta‘mbién
como Az.

si (a,b)e AxB, a a se le llama primera coordenada de la pa-
reja (a,b) y a b segunda coordenada.

En el siguiente teorema establecemos resultados que rela-
cionan al producto cartesiano de conjuntos con las operaciones v, n

Y - .

2.1 - Teorema:

Sean A,B,L tres conjuntos, entonces:

Ax(BUC)=(AxB) U (AxC)

Ax(8 N C)={AxB) N (AxC)

Ax(B-C)=(Ax8) - (AxC)

Seccidn 3.- Relaclones:

Una relacidn de un conjunto A en un conjunto B es un sub-
conjunto del producto cartesi.ano AxB:RE AxB. (a,b)€ R se denota tam-
bién como aRb y decimos que a estd R-relacionando con b. En el caso
en que A=B, diremos si‘mplemente: una relacién R en A....

3.1 - Ejemplos:

1.~ Si AsB=ziz, definimos una relacidn R en IR como aRb si
y solo si a£b. En este caso R es el conjunto de puntos én el plano

r? que se encuentran arriba de la diagonal a 45 grados.. {ver figura i)

- ¢ -

[

il !

|

Figura 1: aRb si y solo si agbh.

2.~ aRb si y solo si azb es ejemplo de otra relacidn.
En el caso A=B=®, la relacidn R es precisamente la diagonal a
45 grados.

3.2 =~ Definiciones:

1.- Una relacién R en un conjunto A se dice que es una
relacidn de orden si satisface i

(a) aRa para toda aeA (Reflexividad)

(b} aRb y bRa = a=b (Antisimetrfa)

(¢) aRb y bRc = aRc (Transitividad)

2.- Una relacidn R en un conjunto A se dice gue es una
relacidn de equivalencia si satisface

(a) aRa para toda aeA {Reflexividad)

(b) aRb = bRa (Simetrfa)

{c) aRb y BRc =» aRc (Transitividad)

Nota: En general, a las relsciones de orden se les denota
con el sTmbolo & y a las relaciones de equivalencia con el sfmbolo

3.3 - Ejemplos:

1.- El ejemplo 3.1.1‘e’s una relacidn de orden en R y el

ejemplo 3.1.2 es una relacién de equivalencia.



2.- Sea X un conjunto. En P (X) podemos definir la
siguien;e relacidn R: ARB si y solo si A€B.

Los resultados alistados en 1.1 implican que la relacidn
€ es una relacién de orden en & (X).

3.- Una relacidén de orden R en un conjunto X es total
(o también,la pareja (X,R) es un conjunto totalmente ordenado), si
para cualquier pareja x,y X, se cumple xRy o yRx: '

$i no se satisface esta propiedad entonces diremos que R
es una relacidén de orden parcial ({(X,R) es un conjunto parcialmente
ordenado). En el ejemplo 3.1.1 se muestra un conjunto totalmente
ordenado. En cambio @(X) con la relacidn de inclusidn, es un ejem-
plo de un conjunto parcialmente ordenado. En el caso en que X tiene
mis de un punto, P(X) con la relacién de Inclusl'én, es parclalmente

ordenado pero no totalmente ordenado.

Seccibn 4.- Funciones:

Una funcidén f de un conjunto X en un conjunto Y, es una

relacidn de X en Y tal que
(a) Par; cada xeX existe yeY tal que (x,y)e f.
(b) si (x,yl)ef y (x,yz)e f entonces y,=y,.

.si (x,y)e f, entonces a y le llamaremos Ia‘imagen de x
bajo f y lo denotaremos como y;f(x). El sTmbolo f:XwY, significa
que f es funcidn de X en Y. A X le llamamos el dominio de f y al
conjur;to de puntos en Y que estdn f-relacionados con algun punto d‘e
X le 1lamamos la imagen de X bajo f (o el rango de f) y la denotamos

por f(X).

En general, si A€ X, la imagen de A bajo f, que denotamos
por f(A), es el conjunto f(A)={f(x):xeA}.

Si B€Y, denotaremos por f-‘(B) al conjunto {‘xe X:f(x)e B}
que llamaremos la imagen inversa de B con respecto a f.

Como convencién tendremos siempre que f(@)=8 y f-t(f)=ﬁ.

pe mul en adelante, para determinar una funcién de X en Y
lo haremos mencionando explicitamente qué subconjunto de XxY es, o
bien solamente indicaremos la coleccidn en Y de segundas coordena-
das: {f(x):x&X}. Otra forma serd sefalar qué valor le corresponde
a cada x X, como sigue: X — f(x). .

Demos ahora algunos ejemplos simples:

(a) sSi yoeY, f={(x,y,):x&X} es una funcidn de X en Y
1lamada funcidn constante.

(b) Si X=Y, entonces id{x)=x para toda xeX es la fun-
cidn identidad.

{c) Si X=Y= MR entonces x-s a"x"+an_1xn-1+...$a‘x+a

donde a,em para i=0,...,n, es una funcién polinomial.

(d) A la relacidén R en m' dada por
Re{(x,+VX ):xelR"')U{(x,-fx"):xemf}, no es una funcidén pues a
cada xe'm+, x$0, le estamos relacionando dos valores, su raiz
positiva y su raiz negativa.

4,1 - Teorema: Sea f:X -» Y una funcidon y A,B& X;
entonces

(a) f(AUB)=F(A)V f(B)

(b) f(ans) < f(A)N F(B)

(¢} f(A-B)=2 f{A)-f(8B)

En general, si f es una coleccidn de subconjuntos de X:
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(¢) f(Uia:reg )=UIf(R):Ae ).

(e) f(Ni{r:aep])) EN{f(A):Aep }.

Demostracidn: Aqui demostraremos solo el inciso (e):

sea yef(N{A:A€P)), esto implica que existe
xeN{A:AeF} tal gue f(x)=y. Como xe N{A:r€PB}, enton‘ces
xe A pars todo Aeﬁ, y esto implica que y ¢f(A) para toda Aeﬁ,
es decir yeﬂ{f(A):Aeﬁ}, lo que significa que cuaiquier elemento
en =1 canjunto FIN{A:AEL]}) pertenece a N{f(A):A €l 1 y de aqui
el resultado.

Observe que no siempre se cumple la igualdad en (e). Por
ejerplo si x='a,b}, A={a}, B={b}, ¥={c} y f:X =Y relaciona a a y b
con ¢, entonces F{ANB)=@ mientras que f{A) \f(B)=Y. (]

Con respecto a las imigenes inversas, tenemos el siguiente
resultado.

. 4.2 - Teorema: Si f:X—»Y es una funcidén y A,Be Y en~

tonces

(a) £ aus)=f Ty e (s)

() £ ey (7 (8)

() £ 1 (a-B)=f""(a)-¢""(B)
ye& general, si l;'es una coleccidédn de subconjuntos de X,

() £ (Ylaae 8 N=UlF (A :aef ).

(e) £ l(niraes =N (W) R P,

5.3 ~ Definicivnes: Sea f:X - Y una funcidn

(a) f es inyectiva (uno a uno o inyeccidn) si para toda

X%, X tales que x]"xz,imp]ica f(x1)¥f(x2).

(b) f es suprayectiva (sobre o suprayeccidn) sl cada

elemento en Y estd f-relacionado con alguno en X. Es declir, si

vy &Y, entonces existe x€& X tal que fix)=y.

- 10 -

(c) f es biyectiva (o biyeccidn) si es a la vez inyec-
tiva vy suprayectiva.

4.4 - Ejemplos:

{(a) La funcién f:X - X dada por f(x)=x para cada xeX,

y la funcién f: R = R dada por F(x)-x3 son ejemplos de funciones
inyectivas (de hecho son biyectivas).

(b) ta funcién f:gR_z...IR tal que f((x,y))=x, es ejemplo
de una funcidén suprayectiva que no es inyectiva.

Si f:X~=Y es una funcidn biyectiva, entonces po&mos de-
finir una nueva funcidn con dominio en Y y rango en X. Esta funcldn
relacionar3 cada elemento y&Y con e! elemento x tal que f{x)=y. A
esta funcién le llamamos la funcidn inversa de f y la denotamos por
f-]:Y—’X. Es claro que f-] es también una funcidn biyectiva.

Nota: Debemos tener cuidado en no confundir la funcidn
inversa de f, f-‘, con la imagen inversa de A€ Y bajo f, f-‘(A). La
primera es una funcidén y solo se puede &finir cuando f es biyectiva,
l1a segunda es un subconjunto de X y estd bien definido aun si f no es
biyectiva.

Si f:X~»Y y g:Y~e 2 son dos funciones donde f(X)=Y, pocde-
mos con4siderar la funcién composicidn gof:X —» 2 Hefinida por
(gef) (x)=9(f(x)).

En el caso en que f:X —»Y es biyectiva, entonces
v? donde idx es la funcidn jdentidad en X e idv

es la funcidn identidad en Y. -

£ lofmid, y fof '=id

4.5 - Teorema: Si f:X =Y y g:YoZ.son dos funciones,
snILONCes
(a) (gef){A)=9(f(A)) para ASX.

(6) (gof) ' (B)=f (g '(R)) donde BE 1.



De este resultado se implica que la composicién de fun-
ciones Qupray:ctfvas es una funcidén suprayectiva y la composicién
de funciones inyectivas es una funcidn inyectiva y por lo tanto 1a

composicién de funciones biyectivas es una funcién biyectiva.

4.6 - Teorema: Si h=gof es la composicién de las fun-
ciones f:X-= Y y g:Y -2, entonces se tiene que

(a) g es suprayectiva si h lo es.

(b) ¢ es inyectiva si h lo es..

Demostracidn:

(a) S$i h es suprayectiva, entonces h(X)=Z, pero de 4.5
(a) tenemos gque Z-h(X)=g[f(Xi]s glv)ez. Por lo tanto g{Y)=Z, es
decir, g es suprayectiva.

(b) Supongamos ahora que h es finyectiva y sean a y b dos
puntos en X tales que fla)=f(b). €Entonces se tiene que
h(a)=g[f(a))=g[f(b)) =h(b). Como h es inyectiva, se cumple que
a=b, es decir, f es una funcidén inyectiva. o

§i f:X+Y es una funcién y A< X, entonces podemos definir
sobre A una nueva funcién que denotaremos por f/A (se lee f restrin-
gida a A) que es la funcidn } restringida al conjunto A. Se define
como (f/A)(a)=f(a) para toda a & A.

Por otro lado, si g:A-»Y es una funcidn definida sobre A
y f:X Y es una funcidn definida en X tal que para-todo ae A se
tiene que fla)=3(a), entonces diremos que f es una extensién en todo

X de la funcién g.

seccién 5 - Cardinalidad:

bado un conjunto X nos podemos preguntar sobre la cantidad
de elementos que contiene. En el caso de conjuntos pequefios {conjun-
tos finitos), la expresién "X tiene n elementos', significa que es
posible alistar los elementos de X y ponerlos en correspondencia bi-
univoca con los elementos del conjunto {1,2,...,n}. Esto es lo que
llamamos '‘contar los elementos de X".

En matem3ticas, sin embargo, la mayoria de los cénjun:os
importantes con los que se trabaja, no son conjuntos cuyos elemen~
tos puedan ser contados. Sin embargo, asi como ‘'"contar” un conjunto
X significa comparar el 'tamafio' de X con el "tamaio' del conjunto
{1,...,n}, asi también es posible dar criterios por medio de los
cuales podamos saber cuando dos conjuntos tienen la misma '‘cantidad
de elementos' o cuando un conjunto es mis 'yrande' que otro. En este
sentido, el conjunto de los nimeros naturales & , jugard un papel
importante pues en general nuestra preocupacién con respecto a la
neantidad de elementos' o ''tamafio” de un conjunto X, se reducird a
compararlo con el conjunto W : X tiene m3s elementos, menos elementos
o fgual cantidad de elementos que W. .

5.1 - Definiciones:

S;an X y Y dos conjuntos

(a) Diremos que X tiene la misma cardinalidad que ¥ (tiene
fgual "cantidad de elementos' gue Y), si existe una funcidn f:X =Y
biyectiva.

La relacién "X tiene la misma cardinaiidad que Y" es una

relacién de equivalencia.
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(b) Diremos que X tiene menor o fgual cardinalidad que
Yy (oY t‘iene mayor o igual cardinalidad que X) si existe una fun-
cién f:X-»Y inyectiva.

La relacion: "X tiene menor o igual cardinalidad que Y"
es una relacidn de orden., En particular se satisface: -

Si X tiene menor o igual cardinalidad que Yy Y tiene
menor o igual cardinalidad que X, entonces X y Y tienen la misma
cardinalidad,

(c) Diremos que X tiene cardinalidad estrictamente menor
que Y (o Y tiene cardinalidad estrictamente mayor que X) si existe
una funcidn f:X =Y inyectiva y para cualquier funcién g:X—=Y, g
no es suprayectiva.

(d) Decimos que un conjunto X es finito otiene cardina-
1ldad finita si existe un nimero natural n tal que X y {1,2,...,n}
tienen la misma cardinalidad. En este caso decimos que la cardina-
jidad de X es igual a n.

(e) Un conjunto X es infinito si para cualquier nem™ y
cualquier funcién f:{1,...,n} =+ X, f no es biyectiva.

El conjunto de los nimeros naturales Iy ; el conjunto de
los nimeros enteros 2, el conjunto de los nameros racionales & y
el de los reales IR, son ejem.plos de conjuntos infinitos.

Para los objetivos de este libro, a los conjuntos infini-
tos los clasificaremos en dos clases:

(a) Un conjunto X es numerable infinito si X tiene cardi-~

nalidad igual a 1a del conjunto de los niimeros naturales .

(b} Si X tiene cardinalidad estrictamente mayor que el

conjunto W, entonces diremos que X es mds que numerable,

En el transcurso de este libro, cada vez que se hable de
un conjunto numerable, entenderemos un conjunto finito o numerable
infinito.

Asi por ejemplo, el conjunto de nimeros pares
E-(Zn:nem} , s un conjunto numerable infinito ya que n —»2n, es
una biyeccidn de W en E.

El conjunto de nimeros enteros es también un conjunto nu-
merable infinito: La funcién f:IN-+Z dada por f(1)=0, f(2)=1,
F(3)=-1, f(4)=2, f(5)=-2, y en general f(2n)=n, f(2n+1)=-n, es una
funcidén biyectiva.

Un conjunto de suma importancia que es numerable es el
conjunto de los niimeros racionales @

En efecto, cada racional r puede expresarse de manera
Gnica como un cociente de enteros n/m donde n y m no tienen diviso-
res comuneg (diferentes de 1) y m#0. La funcidn n/m o n/m de @&
en el conjunto E={n/m:n,me2 ,m#0)} es inyectiva y por lotanto la
cardinalidad de Q es menor o igual a la cardinalidad de_ E.

Ahorabien, consideremos el siguiente diagrama:

— /7
171 172 1/3 V74 1/5 1/n
~ .
w1 * 234 2 2/5 2/n

-
é 3/1 32« 313 3/4 3/5 3/n

..

m/1 m/2 m/3  m/b m/5 m/n

Las flechas nos definen una funcion f de N en
£*={n/m:n,m N} que es Inyectiva: F(1)=1/1, f(2)=1/2, f(3)=2/1,

f(4)=3/1,... y ahora 1a funcién h: Z-» E dada por



fIS‘

f{n) si n>0
* h(0)=0, hi(n)=
< (-n) si n¢ 0
es una funcién biyectiva, es decir, la cardinalidad de Z es lgual
a la de E y por lo tanto (Q tiene cardinalidad menor o igual que Z.
Por otro lado existe una funcidn inyectiva trivial
j:a—- ({ ’ j{n)=n. y por lo tanto se tiene que la cardinalidad
de @ es la misma que la de 2 y por lo tanto la misma que IN. Es
decir, Q es un conjunto numerable infinito.
Si un conjunto X tiene la misma cardinalidad que el con-
junto A, podemos denotar a los elementos de X, indicdndolos por me-
dio de los elementos de A, de la siguiente manera X-{xa:aéA}. Si

X es numerable escribiremos X-{x":nedﬂ } o X-{x,,xz,...].

5.2 - Teorema: La unidn de una coleccidén numerable de
conjuntos numerables es un conjunto numerable.
Demostracidn:
1 1
Al={x‘,x2,x3,...}
2 2 2
Az-{x‘,xz,xa,...}

AL

sea A=) AL A tiene mayor o igual cardinalidad que cualquier An
new

ya que la funcién inclusién j(x:)-x:, es inyectiva. Como los con-

juntos Ai no son necesariamente ajenos dos a dos, la funcidn x —» x

es una funcidén inyectiva del conjunto A en el conjunto que alistamos

en el diagrama de abajo _—7 ’/;?

1 1 1

X.' Xz X3 « o o

Xz ‘X2 / XZ
VAL

.I‘I n n

X‘ X X3 .

Las flechas que aparecen en el diagrama, muestran una

biyeccidn entre este conjunto y los nimeros naturales

:f(l)sx:.f(z)-x;,f(l)-xf.... Es decir, A tiene meéor o igual
cardinalidad que IN. Por otro lado, ya vimos que An tiene menor
o igual cardinalidad que A. Pero An es numerable, por lo tanto A
lo es.

En el caso en que en la lista de los conjuntos An. apa-
recieran conjuntos finitos, la demostracidn de que A es numerable
no es muy diferente a la anterior. [e

Veamos ahora dos resultados importantes relacionados a
conjuntos infinitos que utilizaremos posteriormente.

5.3 - Teorema: Cualquier conjunto infinito‘contiene
un subconjunto numerable infinito.

Demostracidn: Sea A un conjunto infinito. Tomemos en
é1 un elemento cualquiera Xy- Como A es infinito, encontraremos
en &1 un elemento X, distinto de X, ¥ tuego un elemento ) dife-
rente de Xy¥ X Continuando este proceso por induccidn, obtene-

mos un subconjunto numerable {x’,...,xd.Jde A. o

intuitivamente, este resultado es equivalente a decir
que los conjuntos numerables infinitos son los conjuntos infinitos
mds "pequeiios’'.

El siguiente Teorema es una caracterizacidén de los con-
Juntos infinitos.

5.4 - Teorema: Un conjunto A es infinito si y solo si
contiene un subconjunto propio con la misma cardinalidad que él.

Demostracidn:

) Sea A*-&‘....,xn.... } un subconjunto numerable

del conjunto infinito A. Entonces A=A¥% U (A-A%). A-{xj} es un

subconjunto propio de Ay la funcidn
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x si x=x

f(x)= n+1 n
x si x€A-A*

es una funcidn biyectiva de A en A-(x]).

& ) Supongamos que A es un conjunto finito, esto es,
existe neny Yy una biyeccidn f:A-» {1,...,n}. Supongamos también
que A contiene un subconjunto propio 8 de la misma cardinalidad.
Entonces existe h:A-=8 biyectiva. Como B es subconjunto propio
de A, f/A es una biyeccién de B en un subconjunto propio de
{1,...,n}. Es decir, existe meWN con m&n y g:B—»{1,...,m}
biyectiva. Asi g-hof-j:{i,...,n}" {t,...,m} es una biyeccidn,
to cual es imposible pues esto es equivalente a n=m.

Como Gltimo resultado de esta seccién, damos un ejemplo
importante de conjunto mis que numerable.

5.5 ~ Teorema: E! conjunto de los nimeros reales R,
es un conjunto mds que numerable.

Demostracifn: Consideremos el intervalo ablerto (0,1)
Gue es un subconjunto de R y por lo tanto (0,1) tiene menor o
igual cardinalidad que R, Para obtener pues nuestro resultado,
basta con demostrar que (0,1) es m3s que numerable.

Supongamos que (0,1) es numerable. Podemos entonces
alistar los elementos de este conjunto: XyaXgpeoosXpyors o A
cada x; o podemos expresar en forma decimal eligiendo la exten-
sidén infinita para los niGmeros de la forma P/lﬂg, por ejemplo
para 1(2-5/!0, escogeremos la extensidén decimal 0.4999... en lu-
gar de 0.5000.... Alistamos pues estos nimeros en su expansién

decimal:
x,-O.x‘, Xyg Xgy3 -o°
xz-O.xz, %92 xz3 e

x3-0.x3‘ X3g X33 oo

Consideremos ahora el nimero cuya extension decimal es
xoso.xo, Xgy Xp3 <**

donde Xg; es diferente a 0 y 9 para todo i vy ademas, x°1#xll.

xOZ*XZZ""’XOn*xnn"“ De esta manera resulta que xoe (0,1)
pero es diferente a cualquier elemento de la lista
XyrXgrreesXppeoe o Lo que significa que es imposible aglutinar

a todos los elementos de {(0,1) en un conjunto numerable. Es decir,

‘\0,1) es un conjunto m3s que numerable.

Seccidn 6 - Axioma de Eleccién

Si<A|,...An es una coleccidn finita de conjuntos no
vacios, es obvio que podemos formar un nuevo conjunto tomando un
elemento de cada uno de los conjuntos AI'Az""‘An'

Ahora bien, si consideramos una coleccidn infinita de

conjuntos no vacios {Aa} la posibilidad de tomar o elegir un

aehA’
elemento de cada uno de los conjuntos AQ, deja de ser algo tri-
vial. El axioma de eleccidn nos garantiza que la operacign de
elegir un elemento en cada conjunto Aa es valida. De manera més
precis;:

Axioma de Eleccidn: Si {Au:ue-A) es una coleccidn de

conjuntos no vacios, entonces existe un conjunto BE UJ Au tal que
odeA
Br\Au tiene exactamente un elemento para cada ae A,
Este es el Onico axioma de la Teoria de Lonjuntos que
asegura la existencia de un conjunto sin dar las reglas que lo

determinen de manera Unica. Es por esta razén que algunos mate-

miticos no aceptan trabajar con él.



Es de gran importancia el axioma de Eleccidn y sus equi-
valentes, pues estan en la base de muchas demostraciones de teore-
mas de gran importancia y temas diversos como por ejemplo en la de-
mostracidn de la existencia de Bases de Hamel, el Teorema de
Tychonoff (Ver Cap.V seccién 2), el teorema de Krull que asegura
que todo ideal propio en un anillo conmutativo est3 contenido en
un ideal maximal.

Antes de enunciar algunas de las proposiciones equivalentes
al axioma de eleccidn, introduciremos algunos conceptos.

Sea (X,R) un conjunto parcialmente ordenado. Sea A€ X,
3,€ A es primer elemento de A si se satisface agRa (a° es menor qu¢
a o igual) para toda ae A. (X,R) es un conjunto bien ordenado (y
R es un buen orden en X) si cualquier subconjunto de X tiene primer
elemento. E! conjunto de los naturales con su orden usual es
ejemplo de un conjunto bien ordenado. En cambio el conjunto de los
reales con su orden usual no es bien ordenado: el intervalo (0,1)
no tiene primer elemento.

si A X, entonces podemos considerar la relacidn de orden
definida en todo X y restringirla a A, A cualquier subconjunto de
X que resulte totalmente ordegado con el orden heredado de X, se le
t1ama cadena y una cadena se dice que es maximal si no esti conte-
nida en ninguna otra cadena diferente de X,

Un elemento a, de un subconjunto A de X es una cota supe-

°
rior de A si cualquier elemento a ¢ A es menor a a, .
Por Gltémo un elemento a_€ X es maximal si no existe aeX

tal que agRa (a, menor que a).

6,1,- Fijemplos: Sea X un conjunto con mis de un punto. Consideremos

al conjunto potencia (P(X) con la relacidn de orden R definida por 1.
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inclusién A£B <& ASB, Sea xoex y sea ;/_C_P(X) dado por
ﬁ-{AS—X: xoeA}. Resulta que{xo} es primer elemento de 4 y X
es cota superior de }f. De la misma manera X es maximal en (# (X),R).
En el conjunto de nimeros naturales con el orden usual, un subconjun
to tiene cota superior si y solo si es finito, y como N con egte
orden ,es él mismo una cadena, cualquier subconjunto de IN es una
cadena. IN es la cadena maximal en (IN,% ).

A continuacidn algunds de las proposiciones equfvalektes

al axioma de eleccidn. El Teorema 6.9 es quizas el de mayor uso.

6.2.- Teorema de Zermelo: Todo conjunto puede ser bien ordenacdo.

6.3.~ Teorema de Hausdorff: Toda cadena de un conjunto parcialmente

ordenado estd contenida en alguna de las cadenas maximales de este
conjunto.

6.4.- Lema de Zorn: Si toda cadena de un conjunto parcialmente or-

denado (X,R) admite cota superior, entonces existe elemento maximal

en X,

6.5.- Lema de Tukey: Ver capitulo V seccidén 2,

Seccidén 7 - Producto Cartesiano

En la seccidn 2 definimos producto cartesiano de dos
conjuntos., Esta definicidn es suficiente para hablar de producto
cartesiano de una coleccidn finita cualquiera de conjuntos: ¢En
efecto si Al"“’An son conjuntos diferentes del vaéio, entonces
el producto cartesiano de Al""'An‘ que denctaremos por
Alx...xkn oﬁAi, se define inductivamente como el producto cartesiano

de los conjuntos (A,x.,.xA )y A En el caso n=3, por ejempio,

n-1
A,xAzxA3 as el producto (Alez)XAj‘ Como ya tenemos bien definido
el producto de dos conjuntos, éste también lo estd. Asi los ele~



mentos del producto cartesiano A.‘x...xAn son eneadas ordenadas seccién 8 - Espacios Métricos

(a].....an) donde a; e A, con i=1,...,n y dos eneadas (a],...,an),

(b!""'bn) son jguales si y solo si aizb‘,isi.....n. Sea X un conjunto. Una métrica en X (tambiéﬁ 1lamada
En el caso en que tenemos una sucesfidn {An}neu de con- distancia) es una funcidn d:XxX —» mf, tal que'satisface los si-

juntos no vacios, el producto cartesiano de los elementos de la guientes axiomas:

sucesidn, que denotaremos por Alezx...xAnx... oglfi, es el con- (a) d(x,y)=0 si y solo si x=y

junto de sucesiones {an}nensta‘ que a_e A para cada n y dos de (b) d{x,y)=d{y,x), para cualesguiera x,yeX

ellas {ah}nenay {bn}nem son iguales si y solo si anabn para toda n. (¢) dix,y) & d(x,z)+d{z,y), para cualesquier tres pun-

Como se puede apreciar en los parrafos anteriores, nues- tos x,y,z que pertenecen 3 X. Esta propiedad es conocida como

n d H [ ¥ 4 "
tra definicidn de producto cartesiano puede ser refraseada como La desigualdad del tridngulo®.

sigue. El producto cartesiano A x...xA X...x es el conjunto de Ejemplos de funciones distancia podemos dar algunos.

Si X 1 j a .2
funciones f con dominio en IN y rango en L)A‘ que satisfacen i es el conjunto IR de nimeros reales, entonces la funcion
rem

f(n)e A pars toda n. d(x,y)=tx-y; es una métrica en IR.

n ‘o
Esta redefinicién de producto cartesiano nos permite En general en R, la funcidn

. - . . -
akora hablar de producto cartesiano de una familia arbitraria de d((xl"'"xn)'(yi""’yn)) _f‘fzi(xi_yi)z

conjuntos, de la manera siguiente. Sea A un conjunto arbitrario sl
es una métrica, llamada la métrica Euclidiana (o métrica usual).
diferente de 0 y {A :0€ A} una familia de conjuntos no vacios in- .
Para cualquier conjunto X, la funcidn d:XxX —» R , de-
dicada por A, El producto cartesiano HAG es el conjunto de fun-
finida por
ciones f:A-DUA.‘ tales que ‘I‘(m)el\u para toda a. En este caso

de 0 si x=y

ZAQ#B es una consecuencia del axioma de Eleccién. (En el caso en Todlx,y) =
1 si x#y
que A= o Aa-¢ para alguna a, convendremos en nAa=¢).
es uns distancia como se puede verificar ficilmente. Esta distan-

. tesiano
Con respecto 2 l§ cardinalidad de un producto cartesian cla es 1lamada la distancia discreta.

n : . " - . "
tenemos §i X es un conjunto y d es una funcidn distancia en X,

7.1 - T ema: artesiano A es un con-~ . . .
——l—-———52L:ﬂi El producto cart a a la pareja (X,d) le llamaremos espacio métrico. De lo visto antes,

it un i i bles. En par- ., .
junto numerable si vy solo si Ay cada Au son numera P resulta que (nin,d) donde d es la métrica Euclideana, es un ejerplo

. . - b A . ) . )
t»cular, si A o alguna Aa es mis que numerable, entonces o es de espacio métrico, asT como (X,d) en donde d es la distancia dis~

m5§ que numerable. (Aqui estamos suponfendo que A‘l Ac para toda creta

if t . R
a, son diferentes de 2) En el capftulo | trataremos algunos otros ejemplos impor-

tantes de espacios métricos.



EJERCICIOS - CAPITULO PRELIMINAR

Seccidn 1.

1.

1.1

Demuestre los teoremas 1.1 y 1.3 y acomplete la demostracidn
del 1.2.

Compruebe que se verifican las siguientes relaciones para
subconjuntos arbitrarios A,B,C en un conjunto fijo X.

(a) ANA=A=AUA,

{(b) &ANBESASAUS,

{(c) Si A€GC y BEC, entonces AUBSC,

(d) SI CE€A y CEB entonces CEANS,

(e) AU(X-a)=x; ADN(X-A)=8.

(f) x-(x-A)=A.

{g) Si AuB=X y ANB=f@, entonces B=X-A.

(h) si AeB, entonces X-BE X-A.

Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes
para cualquiera dos subconjuntos A,BE X,

(a) ANE=A,

{b) AvysB=8 )

{c) AeB.

(d) . x-A2Xx-B.

(e} an(x-8)=g.

(F)  (x-A)QB=X,

Demuestre que las siguientes igualdades son ciertas para con-

juntos arbitrarios A,B8,C.
{aj &NB=A-(A-B).

(5): (raB)-(ANc)=AN(B-C).

-2!9-.

(c) (A-B)U (A-C)=A-{BNC).

(d) (A-c)u{(B-C)=(AUB)-C.

(e) (A-B) U (B-A)=(AUB)-(ANB).
(f) AvU(B-A)=AUSB.

(g) AND(B-A)=f.

§gcci6n 2.

2.1 Demuestre el Teorema 2.1.
2.2 .Verifique que las siguientes igualdades son ciertas donce
A,BEX,C,DEY:

(a) (Axc)qa (BxD)=(AfB)x(CAD).

(b) {(AuUB)x(CuUD)={AxC) U (BxD) U (AxD) U (BxC).

(c) (xxY)-(BxD)= [(x-B)xv]U{xx(¥-0)].

2.3 Demostrar que si A,B,C,D son cuatro conjuntos tales que

CxD=@, entonces CxDEAxB <P CSA Yy pes.

Seccibn 3.

3.1 - - El conjunto de nimeros naturales con su ﬁrden usual, es un
conjunto totalmente ordenado. Lo mismo para el conjunto

de nimeros reales con su orden usual.

Sea R el conjunto de nimeros reales y ‘f? el conjunto de

todos los polinomios con coeficientes reales en l1a variable

real x. Demuestre que las siguientes relaciones son rela~

ciones de equivalencia.
(a) En R, xRy&y x-ye .
(b) En P, pRq&>dp/dx = da/dx.

(c) En P, pRa& el grado de p es igual al grado de q.
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.1 - acomplete la demostracidon del Teorema 4.1 y demuestre l(;s
Teoremas 4.2, 4.5 y 4.6.
5.2 - Sea f:X -»Y una funcién A,,AZ,A.‘-'-_X y BEY arbitrarios. De-
myestre ‘
{a) si A‘gA2§X¢f(A‘)sf(A2).
() £ 1(F(a))2 A,
(e) f( (8)is8.
() £ (v-)=x-£""(8)
{e) fix-A)=f(x)-f(A).
En el caso de las contenciones (b), {(c) y (e), muestre que
no siempre se da la igualdad.
4,3 - 35i f:X~=Y, pruebe lo siguiente
(a) f es inyectiva si y solo si f(ANB)=Ff(A) N F(B) para
cualesquiera A,B&X.
(b} ¢ es biyectiva si y solo si f{X-A)=Y-f(A) para cual-

quier A€ X.

5.1 - Sea, X un conjunto numerable. Demuestre que Ja familia de
sudconjuntos finitos de X es up conjunto numerable.
§.2 - Denuestre que el conjunto de nimeros algebraicos es un

conjuntc numerable,

Al
L
[a)
o

"
>
o

.

€.1 - Domuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes.
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(a) Axioma de Eleccidn.
(b) Si {Au:ue A} es una familia no vacia de conjuntos no
vacios, entonces existe una funcidn f:A-oUAu tal que
LT

fla)e Au para cada aeA.

(c) Si A#8 y A‘#B para toda ae A, entonces m\am.

Seccidn 7.

7.1 - Demuestre el teorema 7.1.

7.2 - Sea A#P y para cada ceA, sea Au un conjunto no vacio. Para
cada BehA a 1a funcidn pS:HAu-’ AB dada por pB(f)sf(B), le
11amamos 8-&sima proyeccidn.

Demuestre que Pg €S suprayectiva para cualquier 8.

7.3 ~ Para cada ae¢ A sea Aa#ﬂ. demuestre que ﬂAuQ .'IBuca AQE Ba
para cada a.

7.4 - Sea {X“:ueA} una familia no vacia de conjuntos no vacios.
Para cada o, sea AQ.BQQ Xa. Entonces
(a) ﬂAqﬂHBu-H(Aaﬂ Ba)'

(b) mA UTE = n(AaU aa) .

8.1 - Demuestre que cada una de las siguientes funciones es una
métrica en n:(n.
-
(a) dlx,y)= _ilxi-y“ .
izt
(b) d(x,y)-méx{lx]-y‘],...,lxn-ynf}.
8.2 - Sea C(O,l] el conjunto de funciones reales continuas defi-

nidas sobre el intervalo [0,1]. Verifique que
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d(f,g)zfl\f(x)-g(x)ldx es una métrica en C[0,1] .

Sea X un espacio vectorial sobre R . Una norma en X es una

funcion de X en ﬂl* que satisface: (Una norma suele denotar-

se por R ll; v a la iTagen de un punto x bajo It Jjse denota

ﬁor ) .

(a} fix}) =0 si y solo si x=0.

(b} flaxl} =¥ai-Y x4 para cualquier x€ X y cualquier aeR .

(c) Ux+yWd Wx® +iyl para x,ye X cualesquiera.

$i X es un espacio vectorial sobre R y Ul es una norma en X,

la pareja (X, It) es un espacio vectorial normado.

(i) Sea {X,Nil} un espacio vectorial normado y d:XxX -¥ =

definida por d(x,y)=1lx-yh

Demuestre que d es una métrica en X. A d le llamamos la

métrica inducida por la norma N §l .

(ii) Sea C#({0,1]) el conjunto de funciones reales acotadas

definidas sobre el intervalo [0,11. ¢€*([0,1]) -es un espacio

vectorial sobre R, en donde la suma y el proaucto por esca-~

lares est3 definido punto por punto: f+g es la funcidn tal

que (f+g)ixn)=f(x)+g(x) y af es la funcién tal que (af)(x)=
(fFlx}).

Derestre que la aplicacién f —psup{lf({x)]:x «[0,1]} es

una.norma en C=([0,1]).

A la métrica asociada con esta norma se le llama la métrica

del supremo en C*([0,1]).
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CAPITULO

ESPACIOS TOPOLOGICOS

INTRODUCCION

En los cursos de C3lculo y Andlisis aparecen problemas
diversos ligados a la idea de "proximidad" o ‘‘cercania'’. E} con-
cepto de ITmite o de continuidad son problemas de esta indole.
Asi, intuitivamente una sucesifn {xn];-ﬁiYR:'converge a un punto
xoeﬂﬁfsi para n suficientemente grande, los puntes xn estan muy
cercanos a Xg. De manera precisa, .(an“e?Nconverge a Xg sf Y
solo si para cada real positivo £, existe un no&(N tal que
d(xo, Xp)et para todo n> ng, donde d es la distancia Euclidcana.

Sea ahora fﬂK\»m:na funcidén. lIntuitivamente decimos
que f es contfnug en un punto x, si para puntos muy cercanos a
x, sus imdgenes bajo f son cercanas a f{xp). Formalizando ten-
drfamos, f es contfnua en xo si y solo si para cada real positivo
€, existe un real positivo d tal que d(Fix), Flxg))4E si
d{x, x°)<é.

Otro concepto que estd basado en la idea de cercania,
es el de la convergencia uniforme. Una sucesidn de funciones
{fnkMkufonverge uniformemente a una funcidn f si para n grande,
las grificas de las funciones fn y de la funcidén f, para mn
estan muy pegadas. (Ver figura 1)

Formalmente decimos fp~»f uniformemente si para cada
€yo0 existe ng&j tal gque d{f,(x}, flx))<g para todo xef vy para

todo n» ng.
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Figura 1.

También en C3lculo y Andlisis encontramos problemas como
el siguiente: Consideremos eniR el intervalo abierto (1,2)={xgmgl<x<2&.
Intuitivamente este conjunto nos ha dividido a 1a recta real en tres
clases de puntos; unos que pertenecen a (1,2), otros que se encuen-
tran “separadcs' al conjunto (1,2) como el 0 o el 1-2-10,  cada uno
de estos puntos, si lo representamos en una recta, estardn dibujados

con segmentos de por medio del conjunto (1,2). (Ver Figura 2}.

———
4 1% 3
. o \ lﬂo" LY 2L

Figura 2.

Por Gltimo tenemos los puntos 1 y 2, los cuales estan
"pegados" a (1,2) y no estan en este conjunto. En general, dacdo
un conjunto Egli:nos podemos preguntar por los puntos.de “f\que
esten ''pegados' a E.

Iintuitivamente un punto x, estd "peg§do” a E si hay puntos
de E arhitrariamente cercanos a xo. 0 mis formalmente, xo estd ‘pe-
gado" a E si para cada ©.> o, existe x&¢ E tal que d{xg, x)E.

Se puede apreciar que en todos estos ejemplos aparece la
idea de ''cercanfa''.

En los espacios“tlonocemos ya una regla que nos deternina
cuando dos puntos estan cercanos. Asi x estd préximo a xo si di{x, xgl)=
-CZ(a;-bi)2Y§s un real pequedo donde x={ay,...,an), x°=(b1,;..,bn).

Podemos dar eniRcriterios de cercania utilizando subconjuntos’
dem::como por ejemplo:

Sea xemf y r un rea! positivo.Br(x)={y&R:d(x,y)§r& y ses

%%Br(x) ey xelk'\-\ .

Diremos ahora que x estid cercano a xo si xeB_ (%) para r
pequefio. Es ficil ver ahora que f:ﬁpﬂxzs contfnua en xo si para cada
B.(f{xo)) existe Bg (xo) tal que F(Bs(x0) )8, (Fxp)). De la misma ra-
nera x estd 'pegado’ a EC“{Ei B,.(x)NE# § para todo r>0. Resulta cue
este criterio de cercanfa utilizando subconjuntos enes equivaiente
al anterior en el que utilizdbamos distancia.

En este cpltulo trataremos precisamente las condiciones bajo
las cuales una coleccién de subconjuntos definen un "eriterio de cer-

cania' en un conjunto dado.



€ECCICN 1. Espacios Topoldgicos.

Intuitivamente una topologfa en un conjunto X es una colec-
cién de subconjuntos de X que nos permitir3d decidir cuando un punto
x&X estd "pegado' & 'adherido’ a un subconjunto E de X.

1.1 - pefiniciédn: (a) Una topologfa en un conjunto X
es una famitia T de subconjuntos de X que satisface:

(i) 2eT; XeT.

(ii) Si Ay,...,A&T, entonces A .. NARET.

(i1is) SI(A*\*ET, entonces“‘iAfT.

{b) S7T T es una topologia en X a la pareja (X,7) le llama~-
nos espacio topoldgico y a los elementos que pertenecen a T, conjun-
tos abiertos en X.

1.2 - Ejemplos:

(1) Sea X={a,b,c}, T=(¢, X, (ay,{a,b}}, es una topologia

en X. Verifiguelo. @Podria construir una topologfa en X diferente

{2) Sea X cualquier conjunto. La coleccién de todos tos
conjuntos de %, P(X) satisfacen los axiomas que definen una topologfa.
t esta topologia le llamarenmos la topologfa discreta y al conjunto de X
con esta topologia, espacio discreto. También es facil verificar qué
iz coleccidn {Q,X}, es una topologia para X. A esta le llamamos la
topologia }ndiscreta y al conjunto X con esta topologfa la llamaremos
esp cio indiscreto.

(3) Topologia cofinita: Sea X un conjunto cualquiera y T
r={z,x§u{ssx:x-e es finito}. De las férmulas de De Morgan se despren-

de gue T es una topologfa en X: La condicidn (i) en ia definicién 1.1

se satisface trivialmente. Si Aj,...,An son elementos en T, tenemos que

X-(A; ... Ap)=(X-A4)U...U(X-A.), es un conjunto finito ya que es
la unién de una coleccidn finita de conjuntos finitos. Por lo
tanto, AiN...0AQReT.

Por Gltimo tenemos: Sea(A&Sd‘A una familia arbitraria
de elementos de T. -LIJAA“&TW que X-UA io,fx“\*) ¥ como cada X-&.
es finito, resulta que X:ﬂﬁu lo es. Por lo tanto 7 es uns topo-
logfa. A esta topologfa le llamaremos la topologfa cofinita en X.

Si X es finito, la qué se reduce la topologfa cdfiniga
en X7

{h) Sea (X,d) un espacio métrico. Podemos generar con
YJa métrica d una topologia en X de la forma siguiente:

Para cada punto xeX y cada real positivo r, sea
Br(x)={yex:d(x,y)<r). A este conjunto le llamaremos la bola abierta
de radio r con centro en ;. (Ver figura 3).

Td-{E}U{FEX:E es unién de bolas abiertas}, es una topolc-

gfa en X que llamaremos la topoiogfa de X inducida por la métrica d.

!

4¢'-_‘r,’,f-\ ~ =~z
st

S

7 .

— ‘ ,
de* '/F 4
Bola abierta en el Bola abierta B .(f,) en el
plano complejo Bp(Zo) espacio $([0,1]) de funcicnes
reales continuas definidas sobre
{o0,1]. La métrica d esti cefirids
como d(f,g)=sup&f(x)-g(x?ﬁ
xefol ‘
Figura 3.



En efecto:

(i) BeTy y como X-lLJSBr(xf para alguna ryo, entonces XeTy.

(ii) Sea Ej,...,EpeTg vy xeEjN...NEy entonces existen
8ry(xg), Brz(xz),...,Brn(xn) tales que xeBr‘(xi)EE;,\ﬁi‘: n.

AsT resulta que xeBrx(x)Q EqN.. NE, donde rx-mln{rrd(x,x‘),
,....rn=d(x,xn)}

En efecto si yeB,x(x) entonces d{xj,y)< d{xj,x)}+d{x,y) &
< d{xi, x)+rj-d(x;,x)=r; por lo tanto, ys_ari(x;) i=1,...,n, por lo
tanto -/eiln...nEn.

Asi resulta que E](\...I\En-U{Brx(x):xgEI(\...{\En} y por lo

tanto E4/).. .nEand.

{(iii) Que la unién de elementos d@ Ty estd en Ty es trivial. .

(5) €n el conjunto de los niimeros reales \R, hay una topo-
logia de suma importancia que se utiliza en los cursos de Andlisis.
Es la topolngia usual TR’ definida como:

T -{S}U{EE&E es unidn de intervalos abiertos}

Esta es precisamente la topologfa inducida por la métrica
d{x,y)=1x=yt.

(6) En general para los espacios Euclidianos \V\‘: podemos
considerar la topologia inducida por la métrica:
d{{xy,---5%p), (y;,.‘.,yn))sx (x,-y,)z+...+(xn-yn)z):: A esta topo-
logia le tlamamos la topologfa usual en IP:y la denotamos por T\R“

ch..=($2u{26ﬁ\~‘:£ es unién de bolas abiertas&

(7) SeatN el conjunto de los nimeros naturales. Sea T
definida por

T={¢)U{A‘,Rl:ntA#todo divisor de n estd en A)

T es ura' topologia en iN;
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(i) @8<T por definicidn y obviamente weT
1%
(ii) Sean Ay, Az...,Acxe T, y sea nenAi. Fuesto que
i
neA;, i=1,...,k, todo divisor de neA; i=1,...,k. Luevgo todo divi-
|8 % ’
sor de ne{\ Ai. Por tantof\A;e_T.
1= A

-\ £33
(iii) sea {A Ty sea nella . Puesto que n¢a
{*&dtﬁg «\:A e
para algiin olc & A, todo divisor de n pertenece a A, . En consecuen~
cia, todo divisor de na\J Ay . Es decirUA_&T.
eh en

1.3 Teorema: Sea (X,¥) un espacio topolégico.AS X

es abierto si y solo si para cada xenj By&T tal que x¢ B, S 4.

La demostracidén se deja al lector como ejercicio.

SECCION 2. Comparacidén de Topologias.-

Dado un conjunto X, es posible definir siempre alguna
topologia en X. Por ejemplo, la topologfe discreta ¢ la indiszreza.
En el caso en que el conjunto X posea mis de un elemento, entonces ‘
la coleccidn de topologfas en X consta de m3s de un elemerto. En
efecto, en este caso la topologia discreta y la indiscreta son di-‘.
ferentes.

Sea 'J"(X)= {Té P(X): T es una topologia en X'}.

Podemos definir en'j—una relacién de orden parcial £ :

T1€Ty si y solo si TyeT;y

En este caso diremos que T2 es mds fina que T; o que T,
es mas gruesa que Ta.

2.1 - Ejemplos:

(1) si Ty es 1a topologfa discreta en X y T, es 1a in-

discreta, entonces para cualquier otra topologia T en X se tiene

ToETET,



(2) Si T es la topologia cofinita en R , entonces, la
toaoloé?e usual Tg es mds fina que T; es decir T% Ta *

En efecto, si AeT = WR-A es un conjunto finito, digamos

{x1,.--4%y)} . Para cada x€A, sea ry=min ( §X"X9f seves lx-xn\g,

resulta entonces que

(x-rg\x+rx)(\ { x;,....xn) =§
por 1o tanto, el intervalo abierto (x-rx.x+rx) estd contenido en A.
intonces,

A= ,\k_i(x-rx,x+rx)

y A es un elemento en T

(3) Siguiendo el ejemplo anterior, se puede demostrar
que la topolngia cofinita en cualquier espacio métrico es mds gruesa
gque la topologfa inducida por la métrica. De aqui resulta que en
cualquier conjunto finito X, si d es una métrica para X entonces la
topnlogia cofinita, la topologia inducida por la métrica y la topo-
i

Yogia discreta coinciden. Demuéstrelo.

{4) Sea X-{a,b;c} . Se puede verificar facilmente que
Ti= {8, {a} . {bscy xY}.T2= {0, La} . b} o {a.b) XY vy T3= {B,{a) ,x)
son tres topologias en X. Resulta claro que T34 7y, T347y, pero Ty y T2
estin relacionadas. En efecto, el conjunto (f,%£) no es en general
totalrente ordenado. .

. 2.2 - Derotemos por C[b,lj al conjunto de funciones rea-

les continuas definidas en el intervalo {0,1] . Si fe C [0,1] y r
e€: un reai positivo, sea B (f)= {g eC (0,1j ::&quf(x)-g(x)‘ £ f}

La coleccidn Tg = {Q)U {EEC {0,1) : E es unidén de con-
juntcs ce ia forma ar(f)} es una topologfa en C UO,1) . De hecho es
la topolegfa inducida por la métrica

dn(f,Q)ziigJ!f(x)'g(x)!

(Vver 1.2 inciso 4 y figura 3)

(cCo,1] , du)),

Obtenemos una topologia diferente en C Co0,1) si defiri-os la

doo €5 en efecto una métrica en € [0,1] .
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(a) d (f,g)z0¥f gec[0,1]

y deo (f,g)=0 si 9 solo si f=g se satisfacen obviarente.
(b) doo(f,9)=doo {g,f) ya que [f(x)-glx)l=[g{x)-F(x}]

(¢) dow (f,h)& du (F,0)+d. (g,h) pues | F{x)-h(x)|£}f(x2-glx

+ ] g{x)-h{x)] para cada x ¢ [Q,l] y

sup fF(x)-h(x) ¢
Nefp ]

por la desigualdad del tridngulo del valor absoluto en

xi%i&f(X)-g(X)‘t;;%[g(X)-h(x)‘

“\y el hecho de que

sup(f{x)+g(x))&

Xelea)

sup fix)+sup glx)
Xein, 1} ¢

Xei2 1}

Verifiqueroc:

lPodrTa dar un ejemplo de funciones f,ge C Lo,1] cara

los cuales esta Gltima desigualdad se cumpl$

trictamente?

fx)=x, g{x)=

intente con

T-x.

es-

£l espacio topolégico (c[0,1] , Tan ) (el espacio métrico

es denotado como L (C CC.1]).

‘ 1]
métrica da(f,qg)= [ 3 (f(x)-g(x))zdx]”z, en donde jolf(x)-g(x.".-zdx
°

es la integral de Riemann de la funcidn (f(x)-g(x))z er el intervzio

Lo,1)-.

pues estamos tratando con funciones continuas.

Observe que no es problema la existencia de esza intezral,

Verificaremos que dj satisface la desigualdad trianguiar.

Las otras propiedades de la métrica las puede verificar el lector.

La demostracién de la desigualdad trianguler para da,

basada en la desigualdad de Cauchy-Schwarz para intezrales:

ju(t)v(t)dt -‘—[Suz(t)dt.S v2(t)dt] 172

A-

{ intente probarla:

UV)

§v?

Parta de

(u- Av)220 y considere

gt g

t.
i



- 37 -

Tenemos pues que
\

\-_dz(f,h)v] 2. L (F(x)-h(x))2dx=

= J: (f(x)'g(x)+g(x)-h(x))zdx-

- Sz(f(x)-g(x))de* s:(g(X)-h(x))zd*'*

+2 S:(f(x)~g(x))(g(x)-h(x))dx

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz con u;f(x)-g(x),
vag(x)-h(x), resulta que [dy(f,n) 2 £ [d2(f,q)] 2, [dz(g.h)]2+
+2([d(f. 913 2. [d2(g.n))2) /2« [dz(f,g)+d2(g,h)J 2

Como todas las cantidades involucradas son positivas,
resulta, dz(f,h)fdz(F,g)+d2(g,h), que es lo que queriamos demostrar..

El espacio C€[0,1] con la métrica d2 {con la topologia

sz ) es conocido como L2(C go,11).

2.3 Hemos considerado en 2.2, dos topologias para el con-
junto € [0,1Y . iExistird alguna relacién de contencidn entre ellas?
La respuesta es si. Vamos a demostrar que Td < Td : denotare-

2 o

mos por Bdr"(f) y Bﬁ"’(f) a las bolas abiertas en LZ(C [o,11)

-

s L {¢[0,1) ) respectivamente. Para demostrar que T ,6 < Ty basta
-

d
2
con verificar que toda bola abierta Bg‘(F) es un conjunto abierto en
¢ 05,13 ). (Lpor qué?).
- o dy
Ssea feCLCO0,1) y r un real positivo, y sea:-ge B (f) arbi-

trario. }
’ S . odz de
Sea r =r-d, {f,g) por lo tanto 8 _%(g)= B *{f)

] 2 rg r
Por otro lado tenemos que

] i
d,(h,g)= [L (h(x)-g(x))2]/2 ‘:[jo '(2&1 h(x)-g(x)] Y2ax J1/2=
=sup | h{x)-g(x)] =d. (h,g). Por lo tanto, Bd“"(g)g Bd" (g)c Bd‘(f)
xefz. - r r r

9
. T dy. deo, . dq
v asT tenenos que B/ (f)-U B, {(g):q6 Br {f) Y, por lo tanto
g

23 (f) T, ., es decir 7T
r .’ d2

<
STy -
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Intuitivamente esto significa que si g es "préximo' a
fen LV (C 10,1)), entonces g es "préximo' a f en t*(cgo,n] .
Por el contrario puntos muy cercanos a un punto f en I;z(C go,13 1,
pueden no ser prdximos en t°(cL0,1))). Por ejemplo sea

1-nx, 0¢ xf"]—
sea gn(x)= 1

Es trivial verificar que 9, es continua en \_0.1] para cuzl-
quier nen - (ver figura 4). Sea f la funcién idénticamente cero.

P 2 1/2 19172
Entonces d2(f,gn)=LS’ (f(x)'gn(x)) dx] = [T] » en tantc gue

de (f,g )=1 para toda necm . Es decir g es muy cercana a f en
LQ(C [£0,1]) ) con solo tomar n suficientemente grande. E£n cambio en

L™ (cLCo0,1) ) podemos decir que para cualesquiera n, m en \N,gn esta

tan “préximo" o tan “"lejanoa f como 9,

b
4 N
1 I ° 1 1 .
9y 9
L 1
A S
(/4 4 A 1
%4 %‘\

Figura &4.
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SECCITN 3. Conjuntos Cerrados.

Sea (X,T) un espacio topoldgico. A los elementos de T
les hemos |lamado conjuntos abiertos de X, a sus complementos les
ilamaremos conjuntos cerrados, es decir:

3.1 - Definicién: ESX es cerrado en X si y solamente si

X-t es abierto (X-E€ T).
3.2 - Teorema: Sea (X,T) un espacio topoldgico y * la

familia de conjuntos cerrados en X, entonces:

(i) d66F y xe¥®

(ii) si F],...,Fnef entonces FIU...UFnef

(iii) si {F&}*QAQ F entonces “C'\\E‘Ef

Demostracién: Este resultado es una consecuencia de las definl-
ciones 1.1 y 3.1 y de las relaciones siguientes:

X'HAA‘“ =Q(X-A__ )

-\ by =\ (XA, )

«-A LeN T

3.3 - Ejemplos:

1.- Como el complemento de cualquier conjunto en X es
u- conjunto de X, entonces la familia de cerrados en el espacio
¢izcreto coincide conP(X)., En cambio si X posee la topologia in--
diccreta, los Gnicos cerrados en X son @ y X.

2.- Si T es la topologia cofinita en X entonces es
claro que F € X es cerrado si y solo si F=¢ o F=X o F finito.

3.- un subconjunto de un espacio topoldgico (x,T) puéde

'

cer acierts v cerrado, como es el caso de cualquier subconjunto de
S .
X cuando T es la topologia discreta. incluso para cualquier espa-

ciz toaoldgico (X,T) X y @ son siempre, al mismo tiempo, cerrados

y aviertcs.

4.,- Un subconjunto £ de un espacio topoldzico puede no
ser ni abierto, ni cerrado. Por ejemplo, cualquier subconjunto

propio de un espacio indiscreto.

SECCION 4. Bases y Sub-bases.

Como se puede apreciar de la definicidon 3.1, cada vez
que tengamos una familia f de subconjuntos de un conjunto X, aue
satisfaga las propiedades (i), (ii), (iii) del Teorema 3.2, poce-
mos generar una topologfa T en X tal que $ sea precisaﬂeﬂte ta
familia de subconjuntos cerrados de (X,T). En efecto, esto se
satisface tomando T= {X-F:Fe'{}

No es ésta la Gnica forma de gensrar topolo

;\ias en X 3
partir de una coleccién de subconjuntos. En esta seccidon hablare-
mos un poco al respecto.

4.1 - Teorema: Considebremos una coleccién ‘3 de subdbcon-
juntos de X que satisface

(i) x=U{e:ech)

(ii) sSi By» Bzgh y xe B]f\ B,, entonces existe 2%
tal que x¢ B & 81'.'82’

Entonces Tg ={¢} [§] (EE X:E es uni.én de elementcs e S

es una topologia en X.

Demostracidon: B € Th por construccidn y XeTg Ppor i),
La condicidn {iii) en 1.1 se satisface trivialrmente.

Sean AI""’AnG' Th . Para cada x ¢ A1 N .o DNVA_, Cxis-
ten B‘,...,Bneb tal que xe B, N ... l'\Sn y aig A, para i=l,...n.
(Esto ya que cada A, es unién de elementos en ™). ce {ii) ccde-

mos encontrar un elemento de ﬁ , Bx tal que x6& BXQ Bln...(\in. ki

ahora es facil ver que A, [ (\Ansu {Bx:xe P o U nAnk
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ci 0n... .
es decir, en efecto A1 N An € Tb Por lo tanto TE es una
topologia en X.

4.2 Definicidn: Sea {X,T) un espacio topoldgico. Una

coleccidn S T es una base en X para la topologia T si cualquier
elemento de T diferente del vacio, es unién de elementos que per-
tenecen 3 ‘3 .

L.3 Observaciones: (a) De la definicién anterior, re-

sulta que cualquier coleccidn %que satisface las condiciones (i)
y {ii; del Teorema 4.1, es una base de la topologia Tgq -

(b) Si T es una topologia en X, siempre podemos hallar
una subcoleccidn e T tal que b es una base de la topologia T.
En particular T es una base de ella misma.

(c) Del Teorema 1.3 y de la definicibén anterior tenemos
que A€ X es abierto si y solo si para cada punto xé€ I\3 Bxeb
tal que xcexg A.

4,4 Ejemplos:

1.- En ios ejemplos 1.2.4, 1.2.5, 1.2.6 1a coleccidn de
50las abiertas {Intervalos abiertos en el caso X= R, discos abiertos
en el caso X= l‘Rz), resutta ‘ser una base para las topologfas ahf
definidas.

Si {x,d) es un es;;acio métrico y © es la coleccidn de
bolas abjertas, entonces la topologfa inducida por la métrica d,

coincide con la topologia generada por ‘5, es decir Td=Tb

2.- Sea C(€0,11) e! conjunto de funciones reales contf-
nuas definidas en [0,13. Para cada fe C(L0,11) y cada conjunto
finito x‘,,,,xrefﬁ,i] y r>0 sea

B(xx"“'xn.r){f)-{ge AR IR FIORELICRIE RS i=1,..n) (1)

pesulta gue C([0,1])= \_){B(x1 n.rS(f): QcC(\'.oa‘”:

seeegX

:11""’an [D,l] , Yy 0\ ya que en particular cada f es elemento

- de B(x"-

- ,r)(f) para cualesquiera que sean X;,...,x Y F.
n

Consideremos ahora dos conjuntos de la forma (1)

f), 8 (g). Sea he B ' (f} n
])() ( m'rZ) 9 ea (x‘,....xn,r‘)

B
(xyseeesx st YyrereoY

n B(Y {g) es decir h: 00,11+ R es continua y
gree

.,ym,rz)
€h= Lhlx,)=Flx) b € rpen, Em Al )-Flx )1 & e,

&= Ay dagyIV < rguenny §1= Ihly Y-aly IV <

? 4 . .
Sea £i=rl-£i R 3_;"'2_ Jj con i=1,,.,,0, ng,....m,ii y Jj son
positivos para todo i=1,...,n y para todo j=1,...,m.
Sea 0<r{min {EI,..., €, Jl""' Jm‘l
Ahora resulta que
h) c B (Fyns s
B(xi,...,xn,yl,....ym,r)( ) e (x],...,xn,r) (Yl""’ym'r:‘ b

: '
En efecto si h'e B(xl’ ,r)(h)’ entonces

...,xn,y‘,...,ym
'h'(xi)-f(x‘)\f | hl(xi)-h(xi)‘ +hnlx)-fix )} £
£ re hnlx)-Flx)arg- YCREIEN S RICWEICR N

= r

, por lo tanto h'e B(xl""'xn'rl)(f)'

De manera andloga h'g B

(y,,---,ym,rz)(g)i

Del Teorema L.1 resulta que T= (ﬂ} |V { Eec [0,1) :E

es union de conjuntos de la forma B(x . r\”’) es una topclegie.
’ * » v
{ver figura 5.) 1 n
3.- Una base para el espacio discreto X es la coleccidn

{'{x} 1x € X}

Para la topologfa Indiscreta existe una Gnica base: h’l\.x}
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En este diagrama se muestra un elemento h en

NG

B
(xl,...,xn,r

Figura 5.

4,5 Teorema. Sea (X,T) un espacio topoldgicoy H<T,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ® es base de T

{ii) Para todo xeX y A€ T tal que x€A, existe pe &
tal que x¢ BEA, '

demostracidn: (a) = (b): Sea xe X y AeT con x¢A,
como © es base de T, resulta que existe el tal que A= U{B:Beh’}

por lo tanto existe Boeﬁ' (y naturalmente en "a) tal que x & Boc

(b) 2 (a): Vvamos a demostrar ahora que si P es una coleccidn
de subconjuntcs de X que satisface la propiedad (b), entonces todo ele-
mento A€ T es unidn de elementos en fa.

Sea A e T. Para cada x& X existe Bxeﬁ tal que xeBxQ A.

Asi resulta que A=\J B . Por lo tanto faes base de T.
xC

4.6 GCbservacién: Del Teorema 4.5 resulta que si & es una

b._ase para el espacio discreto, entonces i(x} X € X}gh

= A.

Dada una coleccidn S de subconjuntos de X podemos generar
siempre una topologia en X de la siguiente forma: Consideramos la
familia fade intersecciones de subcolecciones finitas de S., e inclui-
mos como elemento de &al conjunto X. Resulta ahora que las uniones
arbitrarias de elementos de funién (ﬂ}, forma una topolofia Ty
Agqui h es una base para T& .

4.7 pefinicidn: Si (X,T) es un espacio topolbgico, una
subcoleccidn 9 & T, es una sub-base para T si la familia de inter-
secciones de subcolecciones finitas de Q. unidn {X} forma una base
para T. ‘

Asi resulta que dada cualquier coleccidén § de subconjunios
de X, S es sub-base de la topologia TS'

4.8 Ejemplos:

t.- Dado (X,T) un espacio topolégico, la topologia T,
ella misma, es una sub-base de T, y si Ees base de T, entonces
también es sub-base de T.

2.- Si Ty es la topologfa usual en R, entonces la ceolec-
cién de todas las semirectas {.x eﬂ\:xca\ y {x R :x >a} , for—an
una sub-base para Tﬂ\ , ya que las intersecciones finitas de conjuntos
de esta forma generan todos los intervalo; abiertos que forman ura
base para Tg (ver ejemplo 4.4.1).

3.- Una base para la topologia usual en \'\\2 est3d dada por
los rectdngulos abiertos, es decir, por la coleccidn de subconiuntos,

de “\2 de la forma l\(x,y):a‘gx(az;b‘(y<b2\ (ver ejercicio 4.2).

. 2 -
De tal manera que una sub-base para la topologia usual en W estd

dada por los conjuntos de la forma
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. {(x,y): a,< x<a,, yel‘q

y l(x,y): xeM , b,‘(y<b2}

(ver figura 6)

4 i

70

L, oo
l

o

— e — —

Y

G, Gy

A la izquierda un cuadrado abierto. La coleccidn de
estos forma una base para la topologia usual en \Kz. A la derecha
un elementoc de sub-base pafa esta topologia.

Figura 6.

k.- Sea (X,€) un conjunto totalmente ordenado. Si para
cada ae X definimos Jos conjuntos La= {xé X:x(a} y L3= kx(-_ X:ixy a}
entances la coleccién S = {La:a ex} U ( L%a¢X] es una sub-base para
una tosologia que liamaremos topologfa inducida por el orden.

Observe en el ejemplo 4.8.2 .que T@ es precisamente la to-
pologia del orden en & .

.b.ﬁ - Definicién - Sea x un elemento del espacio topoldgico
(%,7j. VE&X es una vecindad de x si existe AecT tal que xe AS V.

A 1a coleccién de vecindades de x le llamamos sistema de
vecindades de x y lo denotamos por Y(x).

De la definicién de vecindad de un punto, resulta en parti-

cutar, gue todo abierto es vecindad de cua\quiera de sus puntos.

4.10 - Teorema - Un subconjunto E de un espacio topoldsico
X es abierto si y solo si para cada xe E existe V(-.‘f({() tal que
Ve E.

Demostracién: Supongamos que E es abierto, asi £ resulta
ser vecindad de cada uno de sus puntos. Asi si xe E, eV (x) vy ESE.

Inversamente, supongamos que para cada punto xe E, existe
Ver‘(x) tal que VEE. Resulta por definicidn que para cada V_ existe
un abierto Bx tal que xe¢ BXG Vx. Resulta ahora facil ver que E=“k.1é8x,
lo que significa que E es abierto en X. o

para conocer todas las vecindades de un punto x en un es~
pacio topoldgico (X,T), es suficiente conocer parte de la coleccid=n

de sus vecindades.

4.11 - Definicién.- Sea (X,T) un espacio topoldgico y xe X.

Una base de vecindades de x, es una coleccidn hxg V" (x) tal que para
cada V &V‘(x), podemos encontrar BVE %x con Bve V.
En particular, todos los abiertos que contienen 3 x, forman

una base para Vix).

4.12 Observaciones:

(a) Si f}x es una base de vecindades de x, entonces
Y(x)={E§X:3Bebx con EZB}.
(b) sSi (Ses una base para la topologfa T, para cada x¢ X,

hx={8(~.h IXE B} es una base de vecindades de x. Asi por ejervclo,

en (R’T‘?\) para que un subconjunto ve@® sea vecindad de un puntc x
es suficiente y necesario que haya un intervalo abierto {a,b) tal que
x& (a,b)EV.

4.13 Ejemplos: 1.- Sea (x,d) un espacio métrico y T, la

topologfa definida por la métrica d. (ver ejemplo 1.2.4). Si xeX



y ¥ vecindad de x entonces existe ﬁer tal que xe¢ ASV. Los elemen-
tos de ;fd son uniones de bolas abiertas, es decir, de conjuntos de Ja
forma Br(")' {zeX:d(y,z)(r} . Asi que debe existir ye X y r real
positivo tal que x¢ Br(y)SAEV. Sea fo un racional estrictamente
positivo tal que r°< r-d{x,y). Resulta entonces que

x€ Br (x)QBr(Y)éAé\I
o

Asi podemos deducir que las bolas abiertas centrada en x y de radio
ra:ional,.forman una base del sistema de vecindades de x.
Obser‘vacién: Del teorema 4.10 y de la definicidn de base
de vecindades, resulta que ES® X es abierto si y solo si para cada
punto x« £ existe un elemento B de una base de vecindades para x tal
que x4 BSE.
4.14 - Teorema - Sea X un espacio topoldgico y para cada

x6 X sea bx una base de vecindades en x:
(i} St ve ‘%x, entonces x€ V.
(ii} sSi Vi Vo8 hx, entonces existe V3e Bx tal que
V3§. VN,
(iii) si Vebx, hay algun vo“hx ta! que si ero
entonces existe uehy con W& V, donde hy es una base del sistema-

de vecindades de y.

Derostraciéﬁ: (i) si Vshx. entonces V es una vecindad

de x y por la defincidn de vecindad, xe V.
{(ii) Sean Ve Vzefix. por definicién de vecindad existen

A A, abi t AS < . i
ALY Ay abiertos tales que x € ) Vl’ X €& A2_V2 Asi x<A, n A2 Yy
A]n ;'2 es un conjunto abierto y por lo tanto una vecindad de x. Por

i < < .
lo tanto existe v3 e":x tal que x€ V3_ A‘{'\Az_vll:\ vy

- L8 -

(iii) Sea chby. Existe un abierto A tal gque x€AS Yy

(siempre la definicién de vecindad). Como A es abierto que contiere

a x, A es una vecindad de x. Por lo tanto existe voeﬁ,x tal que

xé VOEA. Si ye Vo entonces y¢A y A es una vecindad de y, por 1o

tanto existe W Gf’:y tal que yE WEASV. o

Si para cada elemento x de un conjunto X, existe ura fami~
lia de subconjuntos Bx que satisfacen las propiedades (i}, (ii} v {(iii
del Teorema anterior, entonces podemos generar una topciogia en ¥ de
la siguiente manera:

4.15 - Teorema - T-(ﬂ}\J{EEX: para cada x€ E existe
v Ef’-sx con Vg E} es una topologia en X y cada h’x resulta ser una
base de vecindades de x para esta topologia.

Demostracidén: Por la propiedad (i) resulta que XeT. Ahora

bien, si El""'En‘ Ty xe Eln ...r\En, entonces como x&E‘....,En

i V,€E ,...,V SE . ieda
existen V1""'Vn€hx tal que V, €E, NS E De la propiedad

(ii) resulta que existe Veﬁx con v;vin...{\vn'gsﬂ\...f\s . Por
lo tanto ‘Elﬂ...(\E"e T.

Es facil comprobar que la un'ién' de elementos en T estd en
T. Por lo tanto T es una topologia para el conjunto X.

Sea ahora V una vecindad de un punto x para esta topologia.
Por definicién de vecindad,V contiene un elemento Ec 7T tai que xe E.

Asi existe Vx e.hx tal que X(fo E<V, por lo tanto F’x es una base

de vecindades de x.

L.16 Observacidn: Con respecto a la topologia T definics

en el Teorema anterior, si EeT y E#P, para cada x& E existe th (3!

tal que x¢ VXE E. Asi resulta que E-U{Vx:xe E}. Por 1o taato si
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‘3 Ufﬁ T= U) J {EQX E es unidn de elementos en ('5\ y por lo tanto todo punto en E es punto aislado si € es finito y

De tal manera que f&es una base para la topologia T. no tiene puntos aislados si E es infinito.

En efecto: Si E={xl,...,xn} entonces para cﬁalquier

SECCION 5. Operadores. x €X,A=X-EU{x} es un abierto que contiene a xy A-{x} NE=F por to
5.1 Definicién. 1.- Punto limite o punto de acumulacidn: tanto x4 d(E) es decir d(E)=8. Si por el contrario, E es infinito,
sea (X,T) un espacio topoldgico, decimos que x&X es un punto limite para cada x¢ X y cada abierto A que contiene 3 x se tiene X-~A es
de un subconjunto E si todo conjunto ablferto conteniendo x, contiene finito por lo tanto EM A-{x}#P es decir d(e)=x.
un punto de £ diferente de x. Esto es, si xeGaT, entonces 4.- sea 4=(x,T) donde x={0, Ny T={g, {o}, {e, ’Y’ A es
ENG-gx}#8. conocido como el espaclo de Slerplnski. El Gnieo abierts ygue cof=
2.- El conjunto derivado de &, que denotaremos por d(€E), tiene a 1 es{O,l}, por lo tanto es facil ver que d({o\fw(ﬂ y
es =i conjunto de todos los puntos limites de E. a({1})=s.
3.- Un punto x en E es punto aislado de E si x ¢ E-d(E)~ 5.3 Definicién: Sea X un conjunto. Un operader en X
5.2 Ejemplos: es una funcidnM: @ (x)—+P (x)
1.- Sea (X,T) el espacio discreto, entonces cada conjunto En particular d: ®(x)~ P(x) dado por £+ d(E) es un opera~
formado por un solo punto, es un conjunto abierto y por 1o tanto el dor.
derivado de cualquier subconjunto E es vacio, pues 5.4 Teorema: Si A,B y E son subconjuntos del espacio
ENdx)-{x)=¢ topolégico (X,T), entonces
Asi resulta que todo punto en E es punto alslado. (i) d(g)=0
2.- Consideremos ahora un subconjunto E de un espacio (ii) si a8 , d{a)sd(B)
indiscreto X. E] dnico conjunto abierto conteniendo x es X de tal (iii) Si xe d({E)> xe d (E-{xY) ‘
~anera que para EGC X se tiene (iv) d(auB)=d(A)V d(B)

=

. (X si E tiene mds de un punto pemostracidn
d(E)= —_—
X-E si E tiene solo un punto (i) d(p)=9 es verdadera ya que pOG-{x) =P rara todo xe¥

frvapt £7 'y 2 R
U\.erlf;quelo.; (tCulies son los puntos aislados de £7) y todo abierto G.

3,- Sea (x,T) el espacio del ejemplo 1.2.3 con X infinito. (ii) si A8 entonces d{A)& d(B), pues AN G-{xy& BN 5-{x}
S2a £< K diferente del vacio, entonces y si ANG-{x}#8 entonces BNG-(x)}#0.
4(E)= g st Ees finito (iii) e-{xin 6-{x}= ENG-4x) por lo tanto si x e d{E},

infini
UX sl E es in inito xe d(E-{x)).



‘ (iv) si x‘ d@\)d@ entonces existen abiertos G‘ y Gz
conteniendo a x tales que A‘\G,-(x\=¢ y Bf\Gz—'(x]-G. Entonces
G-Glﬂcz es un abierto que contiene a x y {(AUB)N G-{x]}=@#, de modo

que x¢ d(AUB). Por To tanto d(AUB)S dAUdB. La otra contencidn
resutta de (ii). ©

A cualquier operador A): P(x)—~ P(X) que satisface las
propiedades (i), (ii), (iii) y (iv) se le 1lamard operador derivado.

5.5 - Teorema - Sea (X,T) un espacio topoldgico, ESX
es cerrado si y solo si d(E)eE.

Demostracidén: Vamos a demostrar la proposicidén equiva-
Jente: ECX no es cerrado si y solo si d(E)N X-E4@. En efecto,
supongamos que ES X no es cerrado entonces X-E no es abierto. De
la proposicién 1.3 resulta entonces que existe xéx-E tal que para
cuvalquier abierto G que contiene a x,EﬂG#ﬂ es decir xe d(E) esto
implica que d{E)NX-E4D.

Ahcra supongamos que d(E) A (X-E)#8. Sea xe d(E) N (X-E)
cnmo x€ ¢(E), dado cualquier abierto G conteniendo x, G NE#9 es decir
no existe nirgdn abierto A en X tal que xe«ASX-E por lo tanto del
Teorena 1.3 resulta que X-E no es abierto; es decir, E no es cerrado,

5.6 Corolario. Sea. ES X arbitrario y F& X cerrado tal que
E< F, entonces

(i) d(e)sf

(ii) d{d(E))=d(E)VE

(iii) EVd(E) es cerrado

Demostracién:

(i) Como ESF, d(E)c d(F), pero F es cerrado, asi d(F}s F,
por lo tanto d{E)E F. ‘

(ii) sSi xad(d(E))-E esto implica que si G es un ablerto
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conteniendo a x entonces G-{x) N d(€) #F asi si ye 6-{x1Nd(E) como
yed€)y G es abierto que lo contiene entonces G-{y} NE#E. Como x4 E
existe z¢ G-{y} NE tal que z#x por lo tanto Z€ G-{x}NE es decir

x¢g d{E).

(iii) De 5.4 y det inciso (ii) se tiene d(E Ud(E))

YE d(E) Ud(d(E)) € d(E)Ud(E)\J E=E UJ(E), por lo tanto por 5.3
EVd(E) es cerrado.

5.7 Definicién: La cerradura de un conjunto E contenido
en un espacio topoldgico (X,T) es la interseccidn de todos los sub-
conjuntos cerrados de X que contienen a E. La denotaremos por ci{E;.
Es decir si{F,‘:G(EAﬁ es la coleccidon de todos los subconjuntos cerra-

dos de X contenlendo E, entonces c(E)=(\ F
weA

Observe del Teorema 3.2 (iii), c(E) es un conjunto cerraco

y es el menor de los cerrados_gque contienen a E.

5.8 Teorema: Sea (X,T) un espacio topoldgico y E€X.
Entonces ‘

(i) c(E) es cerrado

(ii) Si F es un cerrado que contiene a £, entonces
Ecc(E)E F

‘ (iii) E es cerrado si y solo si E=c(E).

Demostracién: Es obvio de la definicidn.

5.9 Ejemplos:

1.~ Sea (X,T) un espacio donde X={a,b,c,d.e) y
T= {X,E,(a\,{c,d),(a,c,d),{b,c,d,ej\I (Verifique que T es una topolcgia
en X). ’

Los subconjuntos cerrados en X son §, X, {b,c,d,e}, (a,':,e\.
(b,e} yta}. Asi el menor cerrado que contiene a b es {b,e\ . es decir
C({b‘;)-{b,e}. De la misma forma tenemos por ejemplo

cl{a,cy)=X y c('\b.d\)-{b.c,d,e}
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2.- Sea (X,T) donde T es la topologia cofinita (ver (iii) 'f\( M (E))=m(E)

ejemplo 1.2.2). Los conjuntos cerrados son los subconjuntos (iv) Mf(avs)= W(A)V N(8)

A si Aes finito

X si A es infinito Es facil constatar que la funcidn E-+c{E) es un operador

finitos de X, X y #. Por lo tanto si AEX, c(A)=

. . . rradura.
5.10 Teorema: Para cualquier conjunto E en un espacio ce

5.15 Definicidn: Sea E un subconjunto de un espacio togo-~

(x,7), clE)=ev d(E).

Demostracién: Como Egc(E) y c(E) es cerrado, entonces 16gico X. El interior de E es la unidn de todos los conjuntos abier-

por Teoremas 5.4y 5.5 d(E)Sd(c(E))Ec(E) asi tenemos que tos contenidos en E. Ser3d denotado por i(E). A los puntos que per-

EvdlE)SclE). tenecen a i(E) les llamamos puntos interiores de E.

: la defincid t bvio :
Como EUd(E) es un cerrado que contiene a E, entonces De la defincidn resulta obvio que

T . T .
c(e)e Eud{E)., Por lo tanto c(E)=EV d(E). 5.16 eorena (i) "i(E) es abierto

5.11 Ejesplo. Sea M con la topologfa usual y QefR, el {ii) i(E) es el mayor abierto conte-

. P nido en E.
conjunto de racionales, Para cualquier intervalo abierto (a,b), ! "

, bi . o si E=i .
QN (a,b) es un conjunto infinito, de tal manera que cualquier real (iii) € es abierto si y so st (e}

5.17 Teorema: sea (X,T) un espacio topoldgico v A.

xefR, satisface (a,6)-{XYNQ #8 para cualquier intervalo (a.b) que
B, £ subconjuntos de X, entonces

(i) i(x)=x

(ii) i(e)s=t

(iii) i(i(e))=i(E)

(iv) i(anB)=i(A)Qi(B)

contenga a x. Es decir d(@=R. Por lo tanto c(@=R.

5.12 Definicién: Sea (X,T) un espacio topolégico. Un

e

punto x € X es un punto adherente de E€X si y solo si xe& c(E).
Del Teorema 5,10 resulta que un punto x& X es adherente

de £ si x€E o x gd(E). Asi del ejemplo 5.11 resulta que todo

C ol es adnerente 2 B Demostracién: (i) resulta de 5.16 (iii). (ii) es inre-

Es facil probar que: diato de la definicidn. (iii) resulta de 5.16 (i) y (iii}).

©§.13 Teorema: x €X es adherente a £ si y solo si todo (iv): Como ARBEA y ARBSEB entonces de (ii) i{An s)ei(arniis).
. :

. . . Por otro lado I{A)QNi(B)S ANB y es un abierto, por lo tanto
zbierto que contiene a x, intersecta a E.

.14 Definicidén: Un operador cerradura es una funcidn |(A)n|(8)_|(AnB) y la igualdad se tiene

i d X atisfaga las propiedades (i),
Q:@(X)-’P(X) que satisface (los 1lamados axiomas de cerradura Cualquier operador en que satistag prop

. (i1), (iii), (iv) del Teorema anterior es llamado operador intericr.
de Kuratowski):

(i) M (9)=0
(ii) een(€)

5.18 Observacidn: De 1a definicién 5.16 y de las propo-

siciones 1.3 y 5.16 (i) tenemos que un punto x & & es punto interior

de E si existe un abierto G tal que xe GEE.



£l siguiente Teorema relaciona los conceptos de interior
y cerra&ura.

5.19 Teorema: Para cualquier subconjunto E en un espacio
topoldgico (X,T)[I(E)-X—C(X-E) que es equivalente a c(E)=X-i(X-E).

pemostracién: Sea xgi(E). {i(E) es un abierto que contiene
a « y que no intersecta a X-E, es decir (x-eYni{E)-4xy=@#. Por lo
tavnto x & d{X-E). Ahora x§ X-E, entonces xéX-E Jd(X-E)=c(X~E). Por
lo tanto x & X-c{X-E) y asi i({E)®X-c(X-E).

For otra parte, si xe X-c{X-E) entonces x¢ c{X-E) y x¢ X-E.
Esto quiere decir que x ¢ E y existe un ablerto G tal que x€ G y
{X-E)N 6-{x}= B. Puesto que x& X-E, se tiene que X-ENG=@, asi G=E.
De 1a observacidén 5.19 resulta que x ¢i{E). Asi tenemos x-c{X-E)=1(E).,

5.20 Definicién: (a) Sea (X,T) un espacio topolégico.

£l exterior de E€ X, denotado por e(E), es el conjunto de puntos in-
teriores del complemento de E, es decir e(E)=i(x-E). (Claro es que
ef{x-g)=i(E})

{5} Un punto x €X se dice que es punto frontera de E si
cuaicuier anierto A que lo contiene satisface ANE#B y AN(X-E)#8.

(c) La frontera de E denotado por Fr(E) es el conjunto de
puntos frontera de E.

Los siguientes (eo;'emas que satisface el exterior y la
frontera, caracterizan a i0s operadores llamados operador exterior
y. operador frontera. Se deja al tector su verificacidn.

§.21 Teorema: Para subconjuntos E, A y B de un espacio
to-:o!évgi:o X ce tiene

(i} ef{z)=x

(ii) e(E)e X-E

(iii) e(€)=e(X-e(E))

(iv) e(AUB)=e(A) Fe(B)

- 56 -

5.22 Teorema:

(i) Fr(g)=0

(ii) Fr(€)=Fr(Xx-E)

(iii) Fr(Fr(€))=Fr(€)

(iv) ansnfr(AnB)=AaBn (Fr(A)n Fr(B})

5.23 Observaciones:

(a) Del Teorema 5.19 resulta que e(E)=X-c(E} y c{(E)=x-e{£).

(b) Es facil verificar toda una serie de relaciones ertre
el Interior, el exterior, la frontera y la cerradura de un' conjunto £
y su complemento. Agqui algunas:

(i) e(e)ni(E)=e(E)nFrlE)=i{E)NFr(E)=i(E)Nc(X-E)=

=c{E) ne(E)=0

(i1) cleE)nFr(E)=c(X-E) N Fr(E)=x-i(E)n X-e(E)=FrE

(ii1) c(E)=EUFr(E) y i(E)=E-Fr(E)

(iv) i(E)ue(E)VFrE=x.

5.24 Ejemplos: (ver figura 7}

1. Sea X={a,b.c,d.e} y T={B,{a},(c.d}.{a,c,c’&.'&b.c.s,e},
Consideremos el subconjunto A={b,c,d} de X.

Los puntos ¢ y d son puntos interiores de A ya gue
c,dé {q,d}GA y {c,d) es abierto. El punto b nc. es punto interior
de A ya que !os abiertos que lo contienen son {b,c,d,ey‘y X gue =0
estan contenidos en A. Asi resulta que i.(A)={c.d‘;. Soio el punio
ae X es exterior a A (lLPor qué?). Por lo tanto e(A)={a} y de 'a
observacibén 5.23 (b) (iii) resuvlta que Fr{A)={b,e}.

2. SeafR con la topologia usual y sez | un intervale de
la forma (a,b}, (a,b), (a,bl o {a,b) con a,be@ y afb. Entonces

i(1)=(a,b) y Fe{1)={a,b}
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3. Sea (X,T) el espacio indiscreto y A un subconjunto
propio de X diferente del vacio. Como X y @ son los dnicos con-
juntos abiertos de X entonces g es el Gnico subconjunto abierto de
A. De 5.16 (ii) tenemos entonces i(A)=f. De la misma manera
c{A)=i{X-A)=8. Por lo tanto Fr{A)=Xx (por 5.23 (b), (iii)). En el
caso A=X entonces se tendrfa i(A)=Ay Fr(A)=8.

L., Sea PR con la topologla T-(Q,M}U(Eg}’Ea-(a.a), ael®

sea A={o0, ). {1(A) es el mayor abierto contenido en [o,-"
por lo tanto i(A)=(o,ee).

X-A=(-®,0) y no contiene abiertos diferentes del vacio,
por lo tanto I(X-A)=e(A)=D y Fr(a)=(-%,0).

5.25 Notemos que los operadores que hemos definido hasta

el momento dependen de la topologia elegida en X. En general, si TI

¥ T, son dos topologfas diferentes en X y A€ X entonces el interior,

exterior, cerradura, etc. de. A con respecto a TI seran diferentes de
aquellas en T2. Para poner un ejemplo extremo, si T] es la topologfa
indiscreta y T2 la discreta y x€ X, entonces la cerradura de (x} en

T. es todo el espacio X; en cambio la cerradura de {(x} en T, es tan

1
solo (x})

S$i para un operador M denotamos por ﬂ\tal operador defi-
nido en relacién con la topoiogia T en X, es facil mostrar que si
T, ¢ T2 (ver seccién 2) dos topologias en X y AEX

de(A)EdT'(ﬁ)

(A)ed. (A)
‘1, T
i, (AY2i, (A)
I,',2 OT‘
(A)z2 (a)
e.rz GT‘

Fr. (g FTT‘(A')

T2
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En este dibujo estd representado el subconjunto
g=[0,1)U 42} de l1a linea real, que estamos considerando con su topo-
logia usual. Se puede apreciar que para cuvalquier xe (0,1) pcderos
dibujar un intervalo abierto que contiene a x y que.esté totalrerte
incluido en E. (En particular {(0,1)€ £). Los puntos 0y 2 no tie-
nen esta caracteristica. Asi resulta que i{e)=(0,1). El punto O
comparte sin embargo una caracteristica con los puntos x € (0,1}:
Cualquier intervalo abierto que lo contiene intersecta a E en pun-
tos diferentes de 0. Esta propiedad la posee también un punto gue
no esta en E,1. Emp cambio podemos encontrar vecindades del punto 2
tal que no intersecten a E en punto; distintos de 2. De tal manera
que d(e)=[0,1] y asi c(E)={0,13V{2) v 2 es un punto aislado de E.

Por Gltimo, tenemos que solo en el caso de los puntos 2,1,2,
cualquier intervalo abierto que los contenga, intersecta tanto a £ como

a su complemento, de ta)l manera que Fr(E)t(O,I,Z} .

Figura 7.

Veamos un ejemplio:
Sea x=m,_rl la topologia usual y T2 la topolegia discreta.
Sea A={1,1/2.113,...,l/n...}.v Naturalmente se tiene que '-‘G 1’2 ¥

de(A)-oe Lo =dT1(A)

<y (A)=AS AV {0}=c (A)
2 1

i. (A)=Az B=1_ (A}
T, T,
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“r

(A)= R-a Nl-(Au{o})-eT (A)
2 1

Fro (A)=B€40)= Fr_ (A)
T T
2 1
. Esto nos manifiesta como topologfasdiferentes en un con-
junto X producen ''organizaciones' diferentes de los puntos de X.

Seccién 6. Construccidn de Topologias a partir de Operadores.

En la seccidn 4, vimos cémo generar topologfas en un conjunto
X a partir de familias de sub-conjuntos de X. En la seccidn anterior
introdujimos conceptos como el de cerra‘dura de un conjunto o el de in-
terior. Es claro que podemos reproducir todos Jos abiertos en un es-
pacio X, considerando la coleccién {i(E):EEX} y reproducir todos los
cerrados considerando la coleccion {c(E):Ei X}. Vamos a ver ahora,
siguiendo estas ideas, c6mo a partir de un operador definido sobre un
conjunto X que satisfaga ciertas condiciones, es posible construir to-
pologias en X.

6.1 Teorema: Sea X un conjunto y M: @(X) —» f(x}
una funcidn

(i) si ’7 es un operador interior; es decir, si satisface
las condiciones (i), (ii), (iii), (iv) del Teorema 5.17; entonces,
T-(‘\(E):EE x} es una topologfa en X y si ES X, M(E) es el interior
de E con respecto de esta to.po)egfa.

(ii) si M es un ooerador cerradura (ver definicién 5.14).
T={x- \(€) :£€ X} es una toooioafa en X y si E€X, M(E) es la cerradura
de £ con respecto a esta toooloafa.

(iii) Si M es un operador derivado (frontera) (ver Teorema
5.4 y Teorema 5.22), entonces TB{X-(EU‘\\(E)):EEX} es una topologia
en X y si E€X entonces M (E) es el conjunto derivado (frontera) de

E con respecto a esta topologfia.
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Demostracidn: Demostraremos el inciso (a). Los restantes
se dejan como ejercicios.
(a) En primer lugar, resulta que si ASB entonces
M(A)s M(B) ya que A€B si y solo si ANB=A. Por (iv) del Teorema
5.17, tenemos que M(A)A N (B)=M(ANB)= W(A). Es decir, Mm{A)e M(5).
Ahora verifiquémos que en efecto T es una topologfa:
(a) Por (i) XeT ya que N(X)=X y por (ii) (#)s @. Es
decir M (@#)=P, de esta manera B¢ T.
(b) De (iv) y por induccién, resulta que si para una
coleccibén finita de elementos en T \(A]),..., 'V\(An),i
nADA L A m (A )= "(A N <o NAL) .
(c) Sea ahora'('[(A )} una familia arbitraria de elementos
XV wey
en T. Por (ii) sabemos que M{VUM(A ))s UN (A) y como para cada
3 R acl o
<, \(A<)E\{\(A.L), entonces 1'\("\_(l\‘t))"‘\(\.iI‘V\(A,“)) ¥ea. Es decir,
Ae -
{por (H11)) (A ) s '\(&\(A,()) ¥« . por lo tanto‘\.)]\(A,( )< 'v\_{&\(:\‘}f
asi obtenemos que UMN{A =M (UM(A,)). Es decir {A_)eT.
Y -uxM <=1 -(u“' e <\2)x\ <€
6.2 Ejemplos:
1. Sea X un conjunto y "M : ®(x) ~» P(X) definido por
g si E= @
M(E)=\E si E es finito
X si € infinito
tenemos entonces que:
(i) M(e)=p
(ii) eem(E) ¥ eex
(9 si E-B g si E=9
(iii)  Mn(e))= "1(15 si E es finito )={e si E es finite
X si E es infinito X si £ es infinite
(iv) Ahora sean A,BS X, si A=B=§ entonces Y(AUB)=
=g= W (A) UM(B). Si Ay 8 son finitos entonces W(AUB)=AUB=W (&) Un it
Si A o B son infinitos entonces ‘\\(AUB)=~\(AU B)=X= "M (A) U m(3)

Resulta asl que ™, es un operador cerradura, (Ver definicidn
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S.14), y por lo tanto (X-"\(E):EEX} es una topologia para X. Observe
que es precisamente la topologia cofinita en X.
2. Sea X un conjunto y sosx fijo. El operador
m: @ {x)—> @ (x) dado por m{E)=E VE vy M (#)=# es un operador cerra-
dura. En efecto, es claro que se satisfacen (i), (ii) de la Defini-
cién 5.1k, Por otro lad - - = -
o M{M(E))~W(E) UE =EVE UE =EVE = W(E)
y finalmente q(nua)-(nua)uso-(r‘uso)u(sueo)- wWA)um(B) vy es
un operador cerradura y T-{X-‘\\(E):ngkes una topologfa en X.

€ sl E

3. Es posible demostrar que el operador (E)-{
9 si E X-Eoi‘ﬂ

es operador interior en X.

EJERCICIOS - CAPITULO 1.

Seccidn 1.

1.1 - Demostrar que para un conjunto X cualquiera, (ﬂ,x} y €(x),
son en efecto dos topologias en X (Ver ejemplo 1.2.2).

1.2 - Construya todas las topologias posibles en el conjunto
Xsta,b,c} (Ver ejemplo 1.2.1).

1.3 - Consideremos el conjunto de nimeros naturales N y sea
T={¢,N\U{{1,2,...,n}:n'@_m) . Demostrar que T es una
topologfa en ™.

1.4 - Demuestra que la coleccién
T=’L0,IN}U((n,n+l,n+2,...&;nelm\ es también una topologia
en IN

1.5 Sea X un conjunto mis que numerable {Ver capftulo pretiminar)

y T=48,X}U{EQ X:X-E es un conjunto numerable} .
Demostrar que T es una topologia en X. A esta topologia le
llamaremos la topologia co-numerable en X.

1.6 - Consideremos el conjunto de los nimeros reales Ry sea
.Te @P(®) dado por T={g,RYV { EESMm: E ‘es unién de intervalos.
de la forma [x,z)}. Demostrar que T es una topologia en R .
A [R con esta topologia se le sueie 1lamar la iinea de
sorgenfrey. (iQué pasa si en vez de considerar intervalos
de la forma [x,z) las tomamos de la forma (x,2} 7).

1.7 - ‘Si iT"}xel es una familia de topologias en un coajunto X,
entonces N\ T, es una topologia en X. En cambio, la uynién de

LT3
topologias no es necesariamente una topologia.
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1.9
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Sea X un conjunto y d:XxX -~ [R una funcidn definida por
X 0 si x,=x
d(xl.xz) (] oi x'gxl
1772
(a) Demostrar que d es una métrica en X (ver capftulo

pretiminar).

(b) Demostrar que la topologia Td definida por esta

métrica coincide con la topologfa discreta.

pemuestre la proposicion 1.3.

Seccidn 2.

2.3

Demuestre lo que se pide en el ejemplo 2.1.3.

sea T la topologia usual en Wy T la topologia en R
definida en el ejercicio 1.6,

Demostrar que T < T.

1Qué retacién satisface T y la topologia cofinita en R ?

sea X un conjunto infinito. Compare la topologia cofinita

con la topologia co-numerable.

Seccidon 3.

3.1 - Sean T, y Tz dos topologfas en un conjunto X'y Fl’ F, las

2

familias de cerrados correspondientes.

<
Demostrar que TI _'f2 & = F2

.2

icuiles son los subconjuntos cerrados en los siguientes
espacios topoldgicos?

(a) (X,T) donde X=(a,b.c,d} y Ts(ﬂ.x,{a),{b"{a,b}}.
(b) El! espacio del ejercicio 1.3.

(c) El espacio del ejercicio 1.h.

(d) El espacio del ejercicio 1.5.

Seccifn b.

4.1 - Sean T1 y T2 dos topologias en X y B‘, ‘32 bases para T1

4.3 -

b,

4

y T respectivamente.

20
(a) Si para cada &26 bz y cada xe%z existe 916‘31
tal que x eBlQﬁz entonces leTz. £s decir, dos bases
h‘, bz generan la misma topologia si se satisface {a), -7

(b) Para cada Ble h’l y cada xeBl existe Bzégz tal

c
que xe B, -B1.

~Utilizando el resultado del ejercicio anterior y lo seda-

lado en el ejemplo L.4.1, demuestre que la coleccidn de
subconjuntos de ﬂ\z de la forma

{(x,y)ta‘< xca,; b v< bZ\

. R 2
es una base para la topologia usual de T .

. . n
Demostrar que todo subconjunto finito en R €S cerrado

con respecto a la topologia usual y no es abierto.
sea (®,T) como en el ejercicio 1.6. Encontrar una base

Fb y una sub-base S para T, no triviales {es decir,

Byt vy S#h, S #T) vy para cada x ¢ encontrar una base
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de vecindades de x, h(x), diferente de V’(x).
sea X el espacio discreto. Demostrar la afirmacidn hecha
en la observacién 4.6 y encontrar una base de vecindades
Bix) para cada xeX, no trivial (es decir, Bix)# Y (x)).
Para el caso X indiscreto, dar una base de vecindades

para cada punto x € X.

sea S.Ef(x).

la Definicidn 4.7), es igual a la menor topologia que con-

Demostrar que TS (Ver parrafo anterior a

tiene a la coleccién S . Es decir,
‘l’s -n(T:T es topologia en X y §¢ Tj .

Sea X el conjunto de todas las nxn matrices de nimeros reales.

2110 - 1n
3,y - 35, o

X= . . :a‘.jgm’ para todo:,_;.-.l....,n}
1 200

Denotemos a cada elemento en X simplemente como (aij)'

Para cada a-(aij) y r>0, sea
- : T Jjy.
U, ()= { (6 dex: Nay bV ar KL}
Demuestre que la coleccidn de conjuntos de la forma ur(a)

forma una base para una topologfa en X.

sea T la topologia en C[0,1] definida en 4.4.2. Demostrar

que T<T, no satisfacen ninguna relacidn

yqueTde
w 2

de inclusién. (ver 2.2).

Sea ﬂ{,o'ael conjunto de funciones reales definidas en(0,1]. Sea

; ]
ft!{":] Para cada >0 y cada Fs{0,1] finito, sea B(”J(f):{gg\\{”: \g({()-f(x)lti‘V“F) .

D-er'uestrc que la coleccidn Bf (n)(f):Fg['O,I] finito,DO} es. una base de vecindades

de f para una topologfa T en W-n'u. (Ver h.14, h.15 y 4.16).

Seccidn 5.

5.3 -
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Verifique el resultado del ejempio 5.2.2 y dé el conjunto

de puntos aislados de E.

Sea

(a)

(b)

{c)

Sea

(a)

Sea

(X,T) un espacio topolégico y AgX.

(N,T) el espacio definido en el problema 1.4.

Determine los subconjuntos cerrados de (IN,T).
Utilizando la observacidn que precede a la Definicidn
5.7, determine la cerradura de los conjiantos:
{7,10,80}; (3n:inew}

LCuidl es la cerradura de A si A es finito y cudl si

A es infinito?

T={ﬂ, ﬂ\} U((a,vﬂ) ta el&}

Demostrar. que T es una topologia en ® y determine
los subconjuntos cerrados.

Determine la cerradura, el interior, el exterior y
ta frontera de los conjuntos [3,7); {7.2“,

{Bn:n EN} V

éCud) es la

cerradura, el interior, el exterior y la frontera de A,

. cuando

(a) T es la topologia discreta.

(b) T es la topologfa indiscreta y A es un subconjunto
propio de X.

(c) X=®, T es la topologia usual en . y A=MN

‘Demuestre los Teoremas 5.21 y 5.22.

Demuestre las afirmaciones hechas en las observaciones

5.2.3 (a) y (b).
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5.7 - Demostrar las afirmaciones en 5.25.
5.8 - Consideremos en R con la topologfa usual, el comjunto
A-(!/m+l/n:m,n €N } . Demostrar que
a(a)= {1/n:nem Y v {0} y d(d(a))= {0} .
5.9 - Demostrar:
{(a) d(A)=¢ > A es cerrado.
(b) Fr(A)=f & A es cerrado y abierto.

5.10 - Verifique que las siguientes relaciones se satisfacen y
dé ejemplos que muestren que la lgualdad en cada una de
ellas no se satisface necesariamente:

(a) c(AnB) c c(A)Ac(B)
{b) i(AavB)2i(A)vi(B)
(c) Fr(AvB)SFr(A)U Fr(B)

(d) Fr(ADB)g Fr(A) A Fr(B)
Seccidn 6.
6.1 - Demostrar los incisos (ii), (iii) del Teorema 6.1.

6.2 - Demuestre que el operador definido en el Ejemplo 6.2.3,

es en efecto un operador interior en X.
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CAPITULO 1]

FUNCIONES CONTINUAS, HOMEOMORF1SMOS Y CONVERGENCIA,

Seccién 1. - Continuidad y Homeomorfismos.

Uno de los conceptos mas importantes en topologia es el
de continuidad de una funcidn. E&n los cursos de C3lculo y Andlisis,
se define este concepto para funciones definidas en un subconjunto
Digﬁyn de E\" y con valores en lmm. En cursos mS; adelantados, se
define la continuidad de funciones definidas sobre un espacio métri-
co y con valores en un segundo espacio métrico.

Recordemos la definicidn:

sea (X,d), (X',d') dos espacios métricos y f:X - X' una fun-
cién con dominio X y rango enq X', f es continua en un punto x e X,
si y solo si dado € »0 existe 94> 0 tal que d'(f{x), f(xo))<£
si d(x,x°)< d. f es continua en X si es continua en cada punto de X.

Como habiamos mencionado en la introduccién dei Capitulo I,
la definicion de continuidad de una funcidén f en un punto X, depende
de las distancias d y d'; es decir, depende de los criterios ge
cercanfa a X5 y a f(xo) de los demas puntos en‘X y X' definidos en
estos espacios. A

Vamos ahora a generalizar el concepto de funcién continua
para espacios topoldgicos.

1.1 - Definicién. Una funcién f:X-»Y cuyo dominio X y

rango Y son espacios topoldgicos, es continua en un punto X ¢ X, si
y solo si para cualquier abierto A subconjunto de Y conteniendo a

f(xo), existe un abierto B en X que contiene a x ta! que f(B)eaA.
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1.2 - Observaciones:

(a) De la definiciSn de base de una topologfa, resulta
que nuestra defincién de continuidad no se altera si cambiamos en
ella la palabra conjunto abierto por elemento bi3sico.

{b) En el caso en que X y Y son espacios métricos, re-
sultaria entonces que f:X —»Y es continua en X € X si y solo si

dado cualquier &> 0 existe d> 0 tal que f(Bé (xo))s B, (f(xo)).

Compar@ esta definici6én con la que dimos al principio de la seccidn.

1.3 - Definicidn. Una funcidén f:X ~-»Y es contihua si

f es continua en cada punto de X.

1.4 - Ejemplos:

1.- De los cursos de Calculo, sabemos que todas la fun-
ciones racionales g—g—% donde P y Q son funciones polinomiales y
todas Ias.funciones trigonométricas, son funciones continuas en el
conjunto de puntos en donde estan definidas.

2.- Sea €{0,1] con la topologfa Tde(Ver 2.2 Capitulo 1)
y €:0(0,1) — ™. dada por @(f)=f(1). Aqui estamos considerando
a ™ con la topologia usual. Demostraremos que ¢ es continua, uti-
lizando la Obsservacidn 1.2 (a):

sea fe €[0,1) y a,bef® tal que a< f(1)<b. (El intervale
(a,b) es un abierto biasico en. m).

Sea Lsml’n(‘a-f(l)’ , lb-f(,l),}, y sea g e Bt(f)' es

decir stup]Ug(x)-f(x)\} ¢ €. En particular Yg(1)-fF(1){cg vy por
Rafe, ¢

lo tanto a¢g{1)< b, es decir Q@ E:E(f))s-(a,b) por lo tanto
es continua en cada punto de C{0,1].

1.5 - Teorema: Sea f:X «»Y una funcidn de un espacio
topoldgico X en un espacio topoldgico Y, entonces las si‘gutentes

proposiciones son equivalentes:
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i.- f es continua.
-1 .

ii.- Para cualquier abierto \ de Y, f (W) es abierto

en X.
-1

iii.- Para cualquier cerrado F de Y f (F) es cerrado
en X. ]

iv.= f(cX(A))_c_'cY(f(A)) para cualquier A X, donde ¢, vy
c. son los operadores cerradura en X y Y respectivamente.

Y
V.- f-](cx(B))g cY(f-,(B)) para cualquier BESY.

-1 '
Demostracidn: (i) => (ii): Sea xef (U). Como f es
continua en x existe un abierto'vx que contiene a x tal que
f(vx)Su . Por lo tanto ch f-,(k.l) y asi resulta que

-1
fo(u)=Uv
*e{ iy

; es decir, f-](u) es abierto pues es unidn de abier-
tos.

(ii) = (iii): Sea FgY cerrado, entonces Y-F es abierto y
por lo tanto f-l(Y-F) es abierto en X, pero f-)(Y-F)=x-f-1(F) por
lo tanto f—l(F) es cerrado en X,

(iii) = (iv) i Sea A un subconjunto de X. cv(f(A)) es un
conjunto cerrado. Por lo tanto f-'(cY(f(A)) es cerrado en X y
AE f-I(cY(f(A)). Como cx(A) es el menor cerrado que contiene a A,
resulta que cX(A)Sf-I(cv(f(A)). Esto implica que f(cx(A)) <
e c, (F(A)).

(iv)= (v)! Sea B un subconjunto de Y y A=f ' (B). De
(iv) tenemos que f(cx(ﬁ))g cx(f(A))E CY(B)' esto implica que

cx(A)Ef-l(cY(B)) es decir f-x(cy(B))z cx(f-l(a)).

‘ (v) = (i): Sea x&X cualquiera y N un abierto de Y con~
teniendo a f(x). Y-N=B es cerrado y de (v) tenemos
cx(f-l(B))E f-l(cY(B))-f-I(B). Por lo tanto f-l(B) es cerrado en

Xy N\-X-f-’(a) es abierto que contiene a x. Ademas f(M)EN.



Por lo tanto, f es continua en x. Como x es arbi
’ trario, 2.- Si X tiene la topologia discreta, entonces cualguier

entonces f es continua. .2 . . .
funcibn f:X-»Y es continua ya que todo subconjunto de X es 2bierto Yy

.2 -1 -1
1.6 - Obser : C f 8 )= -
servac on ome (};%*).‘ﬂf (B“) y en particular los f ‘(A) con A en 1a topologia de Y.

-1 -
f (f\Be( y=Nf ‘(B.( ), entonces es facil ver que una funcibn es
Sy el :

continua si y solo si la imagen inversa de cualquier basico (sub-

El siguiente resultado es facil de probar y se deja Ta

demostracidn al lector.
bisico) es un abierto.

1.10 - Teorema: Sea f:X-=Y continua y g:Y=*l continua,
E]jemplos: 1.- Sea X,Y dos es acios topoldgicos Y f: XY
! P P s r Yol 1Y - entonces gof:X-+Z es continua. O

)

definida como f(x)=y para toda xe€X. f es entonces continua ya . .2 . .
° si f:X-»Y es una funcion biyectiva, entonces pod.er'los.

que si ASY abierto entonces Lo -1 L. -1
hablar de la funcidén inversa de f, f :Y-wX definida como £ (y)

£ (a)= : :: ;gt: . es igual al @Ginico xe X tal que fix)=y.
-1 Si f:X-»Y es continua y biyectiva, f-I:Y—’X no necesaria-
En cualquier caso f (A) es un abierto en X. Por lo tanto
mente es continua. Por ejemplo si X denota el espacio de 16s rea-
f es continua. £Es decir, cualquier funcidén constante es continua.
les con la Topologia discreta y Y los reales con ia Topologia usual
2.- Sea Ty T' dos topologias definidas en un conjunto X -1
entonces id:X-»Y es continua y biyectiva, pero id " :Y-»X no lo es.
tales que T£T'. Resulta entonces que la funcidén identidad id:
1.11 - Definicidn: Sean X y Y dos espacios topoldgicos

(X, T') —» (X,T) definida como id{x)=x, es continua, ya que id-‘(A)-A
una funcidén biyectiva f:.X-+Y es un homeomorfismo, si y solo si f vy

-1 .
f son continuas.

y si AgT entonces id-‘(A)eT' ya que por hipdtesis T<T'.

Este segundo ejemplio es un caso particular del siguiente
$i f:X-»Y es un homeomorfismo, entonces diremos que X y

Teorema:
Y son dos espacios homeomorfos.
1.8 - Teorema. Supongamos que f:(X,Tl)—’(Y,TY) es con-
. . : 1.12 - Ejemplos:
tinua y sean T;(. T; dos topologias; wuna en X y otra en Y tales que f
(1) La funcién x-v—:—x-—— es un homeomorfismo de 1% en
TxfT'x y T"{ &Tv, entonces f:(X,T)'()vh (Y,T;) es continua. 1x

. el intervalo abierto (-1,1), ya que f es biyectiva y continua vy
La demostracion es sencilla y se deja como ejercicio. -1 v x
ademds su inversa y —» jTeoo &3 continua. En general x —® 3o o
1.9 - Ejemplos: Y. - T+uxn
. es un homeomorfismo de @™ en su bola unitaria.

1.- Si Y tiene la topologia indiscreta, entonces cual- . 1
(2) si s es la circunferencia unitaria en el plano vy
quier funcidn f:X—»Y es continua, ya que los Unicos abiertos en Y . 1 \
-1 -1 p =(0,1), entonces S -{p } es homeomorfo a R: h:S - Po—o\'&definida
son @ y Y mismo y f (@)=8, f (Y)=X, que son abiertos para cual- ° o

: logt M por h{(x,y))= 1)-(y es un homeomorfismo. (ver figura 8).
quier topologia en &.

(3) En general, si S"-‘ es la esfera unitaria en el



espacio ﬂ{n y Po-(0,0,...,l), la aplicacién h((x],...,xn)=

es un homeomorfismo de S".‘-P° en el espacio ﬂi‘

Nota:

_73-

-]. (ver figura 8).

En estos tres ejemplos, estamos considerando la to-

pologia usual en IRP y en Sn-P° y (-1,1) y la bola unitaria en “{n

estamos considerando la topologia relativa que analizaremos en el

capitulo 111,

1.13

N
En el ejemplo 1, x = x; donde x=(x',...xn)
=2

- Definicién: (a) Una funcién f:X-»Y, donde X y Y

son espacios topoldgicos es una funcidn abierta si la imagen bajo f

de cualquier conjunto abierto en X es un conjunto abierto en Y.

(b)

Si en la definicién anterior cambiamos 'conjunto

abierto" por '"conjunto cerrado', entonces a la funcibén le llamaremos

funcidn cerrada

Es po
cerradas y vice
ejemplos:

1.14

sible encontrar funciones que son abiertas y no son

versa. Incluso funciones continuas. Veamos unos

- Ejemplos:

()

continua y cerrada pero no abierta, ya que para cualquier valor c R

el conjunto {c} es cerrado pero no es abierto (Ver ejercicio 4.3 Cap.

(2}
A esta funcidn
Resuli

Es co

Cualquier funcidn f:R-—¥» MR constante, es una funcidn

Sea p: ﬁ}-—'ﬁ{ la funcién definida como p{(x,y)=x.
se le suele llamar la proyeccidén en la la. variable.
ta que p es continua y abierta pero no e} cerrada.

ntinua yaque la imagen inversa de cada intervalo

abierto (a,b) es el conjunto:

p-I((a.b))'(jx,y): a<x<b, yg(R) y puede verificar el

tector que este conjunto es un abierto en (kz. (Ver ejemplo 4.8.3

y ejercicio 4.2 Cap. ).

).
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Para verificar que p es una funcidn abierts, es suficiente

probar que la imagen bajo p de una bola abierta Br(xo,yo), donde r es

. 2
un real positivo y (xo,yo) es un punto cualquiera en (R}, es un con-

junto abierto en TR

p(Br(xo,yo))

={xeR ] yem con W«}=

= (xs “\:] y eR con {x-x | (\I rz’(Y'YO)2 } Sea E=(Y€.R=(V'Y°)2< Fz}

——e————
2 2
y si Y€ E sea Ey‘-{x eR: ‘x-xo\ <\J r -(y-yo) } . Tenemos' entonces que
2 2 .
= - d =¥Yr-(y-y )°, es un abierto en m.
BYl B;(xo)-(xo Ft ,x°+-J) donde J J Y<Y,

Por lo«tanto p(Br((xo.yo))) es abierto ya que es unidn de

abiertos:

p(Br(xo,yo)VY\é E,

Por Gltimo, la funcidén p no es cerrada ya que el conjunto

Fe= {(x.—%—)

2 PN
x>0} es un conjunto cerrado en (R (verificarlo), pero

p(F)=(0,%0) no es un conjunto cerrado en ®..

(O, Ky, Ry

—
—

, /10,0,0)

~ (%,,%X,,0)
—_—

i, xy 00

N xg, %4))

En estos dibujos, se muestra cémo se define el homeomorfismo

h -P° sobre EL"? en los casos n=2 y n=3.

Figura 8.



(3) Por otro tado, es posible tener funciones cerradas y
abiertas; pero no continuas (incluso funciones biyectivas):

Sea X un conjunto; X1 el conjunto X con la topologfa In-
discreta; Xz el conjunto X con la topologia discreta. Resulta en-
tonces que la funcidn identidad id:X‘---.'X2 que relaciona a cada xe X
con €1 mismo: id{x)=x, es una funcién abierta y cerrada, pues envia
a los Gnicos cerrados X,# en conjuntos cerrados: X,#; y a los Gnicos
abiertos X,d en abiertos: X,#. Sin embargo, no es una funcidn con-
tinua ya que para cualquier subconjunto propio E de Xz, E es abierto
en X, pero id-i(i)-E no es abierto en X,.

Como se puede observar en el ejemplo 1, tratamos con una
funcién, no suprayectiva y en el ejemplo 2, con una funcidn no in-

jectiva.

1.15 - Teorema: Sean X,Y dos espacios topoldgicos y

£:X —>Y una funcidén biyectiva. Las sigulentes proposiciones son
equivalentes:

(a) ¢! es continua.

{b) f es ablerta.

(c) f es cerrada.

Ctorolario: Una funcién f:X —®Y biyectiva y continua es un
.homeomorflsmo si satisface las condiciones equivalentes {a), (b), (c)

del Teorema anterior.

Demostracidén del Teorema:

(a) = (b): Sea AS X abierto, f(A)-(f-’)-l(A), y como AN
es continua por hipdtesis, entonces f(A) es abierto en Y. Por lo
tanto, f es una funcidn abierta. .

(b) = {(c): Como f es biyectiva f(X-E)=Y-f(E) para cual-

quier E€X. Si F es un subconjunto cerrado en X, Fes de la forma

X-E donde E es abierto, y por lo tanto f(F)=f(X-€)=Y-f(E), de tal
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manera que f{F) es cerrado, ya que f(E) es abierto.
(c) = (a): Sea FS X un conjunto cerrado. Como f es bi-
yectiva (f-l)-‘(F)-f(F). Por hipdtesis (f'1)-](F) es un conjunto

. 1 ‘2
cerrado, es decir, f es una funcibn continua.

Seccidén 2. - Convergencia.

En esta seccibn, trataremos la convergencia de sqcesiones
en espacios topoldgicos. Como se ver3d en los resultados que presen-
tamos aqui, la convergencia o no convergencia de sucesiones es un es-
pacio topolégico cualquiera, no tiene la misma fuerza que tiene en
un espacio Euclideano o en un espacio Métrico. En un capituio pos-
terior se estudian los conceptos de red y de filtro que son generali-
zaciones de aquel de sucesidn, y se obtienen entonceg resultados pa-
ralelos a los obtenidos con solo sucesiones en espacios métricos.

2.1 - Definicidn:

(a) Una sucesién en un espacio topolégico X, es uvna fun-

cién %:IN ~¢ X, donde (N es el conjunto de numeros naturales {1,2,3,...\‘

En general, denotaremos una sucesidn x, indicando su imagen {;(n)}“tq

por {xn} nem

(b) Una sucesidn {xJ en un espacio X converge a un

neiN
punto x & X si para cada vecindad V de X, (ver seccidn &, Cap. 1),
existe un entero positivo n{v) tal que x_ €V para toda m=n{V).

Esto es equivalente a decir {xn}n“" converge o« x_ si para
cada vecindad bidsica V de X, existe un entero positivo n(V) tal gue
X, & V para toda mzn(V).

x lo denotaremos por X - X.
(xn} nep Converge en x, lo p a



{c) Una sucesidn ;-{x diremos que es finita si

. n} neins
1a coleccidn {xn} new es un conjunto finito. Es decir, una suce~

sion {xn\ aew es finita si existe xoe X tal que x =x_ para casi

toda n con excepcién quizas de un conjunto finito de elementos en W .

Y X es infinita si no es finita. En este caso, el conjunto{x }
naN

es un conjunto infinito.
2.2 - Ejemplos:
1.~ Si X ia i
tiene la topologia indiscreta y ﬂxn} ey &S una
sucesién en X, entonces para cualquier xoe X, X v X ya que la
fmica vecindad de x, es todo el espacio X. €En el caso en que X tiene
la topologia discreta, tenemos que X —» X, si y sodo si X =X, para
todo n mayor que un cierto natural fijo n . {lPorqué?).
2.- Sea (X,Td) un espacio Métrico. Como una base de ve-
cindades de un punto x & X, es la coleccién de bolas centradas en Xy
entonces una sucesidn {x \ converge a x_ sl para cada bola
Ninein o
Br(xo) {para cada real positivo r), existe un natural n(r) tal gque
x € Br(xo) (d(xm.xo)< r) gara toda m2n(r).
3.- En el caso del espacio €{0,1] con la topologfa Ty
o
(ver 2.2, Cap. 1) un sistema bisico de vecindades de un punto

£, € £L0,1] es el conjunto de bolas abiertas

B (f )= (giC[O 1]: sup‘f (x)-g(x)] « r}

Una sucesidn (fn ne converge a fo, significa que para
cada r >0 existe n{r)em tal que f_ B, (f ) para toda man(r). Es
decir, sup]f (x)-f (x)l(.r para toda mx a(r). )

En particular, para cada x el0,1], \f (x)-f, (x)\ & r para
toda m2n{(r). Es decir, fn(x) —»fo(x) para cada x€{0,1]. De aquf
resulta que fn” fo en C[O,I] con ta topologia definida en h.4,2

“~

Cap. |.
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A la topologia Td.<> se le suele llamar la topologia de ia
convergencia uniforme y a aquella definida en L.4h.2 Cap. 1, la tcpo-
logfa de la convergencia puntual. (Ver ejercicio 2.2).

E! resulfado mostrado en este ejemplo 3 se expresa dicien-

.2 . . -
do: Toda sucesion fn que converge uni formemente a fo,corverge pu

tualmente a fo

Es importante hacer notar que el reciproco es inexacto.

Veamos un ejemplio:

sea fn:[o,lj -—» [ definida por

nzx(l-nx) si xeto,%]
f (x)=
n si xa[%,l]
(ver figura 9).

Se puede probar ficilmente que 13 sucesién’fn converge pun-~
tualmente a f =0, pero esta convergencia no es uniforme ya que

x‘scf‘.j]‘f (X) f(x)|=

e namero es grande cuando n lo es. (Ver ejercicio 2.4 de este

Y est
capitulo}. »
pel ejerciclo 4.8 capitulo | sabemos que ng es una topolo-

gia mis fina que la topologia de la convergencia puntual vy nuestro

resultado aqui es un caso particular de) siguiente:
Sea X un espacio topoldgico Y TI,T2 dos topologias en X,

tales que Tlﬁ T,- Si x —»x, en (X,Tz), entonces x .» X, €0 (X,T]).

(Ejercicio 2.6) .
h.- En Lz(CEO,lj) (Ver 2.3 Cap. 1 y figura 4), la sucesidn

{gn‘neno donde

, converge a la funcidn idénticamente



cero. En‘ cambio (gn} nene SO0 subconjunto de L* (c(0,11) no
converge a ningdn punto, ya gque si Sn-ogo en L™ (c[0,1}), entonces
9, —*9, puntualmente. Es decir, gn(x)»go(x) enR . Esto implica-
ria que

0 st 0<x%1
go(x)- 1 si x=0 , pero ésta no es una funcidn continua.

5.- Sea X un conjunto infinito y T la topologia cofinita en

X. Si ier nem es una sucesidon de términos diferentes en X, entonces

'\xn} new converge a cualquier punto del espacio X. En efecto, si
xce ‘X, y V es una vecindad de X entonces . X-V es un copjunto finito;

entonces(xn} adebe estar contenida en V, salvo quizas una coleccidn finita

" el
de suselementos. . i . . f" i i-

. Esto es, X -—ex_. Si {x} newy 5 s sucesibn fi
nita, es decir, si xa es igual a un punto X, €& X pa:;a toda n mayor a un

indice nos entonces {x converge solo al punto Xge

n‘ nem

“h"

Figura 9.

2.3 - Teorema: Sea \x una sucesidn infinita de

n ) nein .
puntos pertenecientes a un subconjunto E de un espacio topolbgico X.
si x —»x . entonces x < d(€).

Demostracidn: Si A es un conjunto abierto conteniendo a
x , A contiene a los elementos de la sucesién {x ) con indices
[e] n neN
mayores que un indice n(A)sw . Como qu\ news es infinito, en-
tonces A%} 'um_v{xo‘ lo es también y por lo tanto A-{xokf\(xn\ Mw#ﬂ.
§s decir X, es un punto limite de &xh}n&m y el resultado se obtiene

<

ya que &xn‘nelu'e'

2.4 - Corolario: €€ X es un conjunto cerrado implica que

o e oay e i
cada vez que tengamos{xn\‘n‘m_t Ny X - X entonces xogVE.
.._‘: : . ’ ién "

Demostracion Como ixn\] nens es una sucesidn en E vy
xn"'xo' entonces xoe. d(E). Puesto que E es cerrado, entonces del
Teorema 5.5 Cap. | se tiene d(E)€E y en particular x €& E.

2.5 - Teorema: Sea f:X-—=Y una funcidn continua vy~
{x i & X una sucesidn, tal que x_ —» x_. Entonces Flx ) —=f(x_).

nlnem n o n o

Demostracidn: Sea B un conjunto abierto gque contiene a

f'(xo)«f-l(B) es un conjunto abierto, ya que f es continua y adenmds
. . . -1

contiene a X . Existe pues, un natural n, que satisface xné f (B)
si n2n_. Asi tenemos que f(xn)eB si nx2 0, De aquf se desprende

que f(xn) - f(xo)-

2.6 - Observacidn:

(a) En espacios Euclideanos (" con la topologia usual),
como en general, en los espaci‘os métricos, las condiciones suficientes
que apa;"ecen en los Teoremas 2.3 y 2.5 son también condiciones nece-
sarfas. Es decir, si (X,Td) es un espacio métrico, se tiene

(i) ESX, x¢& d(E) si y solo si existe una sucesidn

'\ln} nuN;E tal que X X



(ii) Una funcibn f:X—=Y es continua si y solo si
f(xn)—O f(xo), siempre que X > X (Y un espacio topolégico
arbitrario).

€En el capftulo IV se ver3d una clase de espacios topold-
gicos que incluye a los espacios métricos y que conserva esta ca-
racteristica.

{(b) En general, para espacios topoldgicos cualesquiera,
no son verdaderos los reciprocos de los Teoremas 2.3 y 2.5. Veamos
ejemplos:

(i) Consideremos e! espacio de funciones reales de varis

bie en [0,1].“{‘0'” con la topologia T de la convergencia puntual,

es decir, T-{B\U{EE lRLo'n:E es unidn de conjuntos de la forma
B¢ E)(f), con f € IR‘.'O'”, ¢t >0y Felo0,1) finito} , donde
»

B(F'E)(f)'(g s ﬂw'”:lg(x)-f(x)! <€ para todo xe F} . {ver ejerci-

cio 4.9 Cap. 1).

Sea Ex{f enm' 1

:f(x)=0 & f(x)=1 y f(x)=0 solo en un sub-
conjunto finito de fO,I]}
sea g:[0,1] M 1a funcidn idénticamente cero.

Tenemos que ge d(E) ya que dada una vecindad bdsica cual-

quiera de g, B“.E)(g). 1a funcién
, .

f(x)_{o si xe F

1 si xe(0,1]-F es un elemento de EnB(FQ)(g).
’ ’

Sin embargo, no existe ninguna sucesidn de elementos de E que con-
verga a g. En efecto, sea {fn]nSE una sucesidn cualquiera y sea -

F_ el conjunto finito, tal que f (x)=0 si y solo si xeF_. F= (JF
n n n N

es un conjunto a lo mas numerable y por 1o tanto fD.l] -F no es vacio.
Sea xoe[O.l]-F. B(xo.l/Z)(g) es una vecindad de g que no contiene

s e + 2 ™
a ningin elemento de 1a sucesidn {fn‘ Es decir, {fn\nem no

nem

converge a g. Como {fnsnﬁm es arbitraria, se obtiene lo que querfa-

mos demostrar.
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(ii) Consideremos ahora el espacio (x,T), donde X es un
conjunto mis que numerable y T es }a topologfa connumerable. (Ver
ejercicio 1.5 tap. ).

T={g,X}U{ESX:X-E es numerablel}

Sea {x_} una sucesidén convergente en (X,T), digamos

n‘nem
que xn-*xo. tomo {x_} es un conjunto numerable, entonces existe

n"nem
npem tal que x =X para todo men, ya que si esto no fuera cierto,
entonces existirfa una coleccién infinita (y numerable) {xr"_}n‘mf
de elementos de la sucesidn diferentes 3 R AL complemento seria
uyn abierto que contiene 3 Xge Pero esto no es posible pues contra-
dice nuestra hipdtesis X *xge
Sea Y=X, pero ahora con la topologia discreta, id: X=Y

no es una funcidén continua y sin embargo, cada vez que xn-’xo en X,

f(xn)*f(xo) en Y.
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EJERCICIOS - CAPITULO It.

seccidn 1.

1.4

Demostrar el Teorema 1.8.

Sea f: XY, g:2Z-+ X dos funciones en donde X,Y,Z son espacios

topoldgicos.

(3) Si fy g son continuas entonces fog:Z—+Y lo es.

(b) Si fy g son funciones abiertas, entonces fog es una
funcidn abierta.

(c) Si fy g son funciones cerradas, entonces fog lo és.

(d) Si fog es abierta (cerrada) y g es continua y supra-
yectiva, entonces f es abierta {cerrada).

(e) Si fog es abierta (cerrada) y f es continua e inyec-
tiva, entonces g es abierta (cerrada).

Sea E un subconjunto de un espacio X y sea X_:X—eR,

E
dada por

0 si x¢ E
Xe(")' 12: ies

A ’(E se 1é Vlama la funcidn caracteristica de E.
Demuestre que 'XE es continua en un punto xe X si y solo
si x€ Fr(E). €s decir, X es continua si y solo si E es
abierto y cerrado.
Sea M con la topologia usual y @ :c{0,1]~MR, v:c[0,17+ R
definidas por '

RF)=f(1) ‘P(f)-Lf(x)dx
(a) Demuestre que @ y ¥ son continuas en L:’(c[o,lll) pero

solo ¥ es continua en LZ(CIO,IJ). (ver 2.2 Cap. 1).

1.5

1.6

1.7

2.1

- 8h -

(b) Si consideramos en C{0,1) 1a topologia definida en 4.4.2,
lcudl de estas funciones es continua?

Sea X un conjunto infinito y T la topologia cofinita.

Demostrar que una funcidn f:X == X es continua si y solo si

para cualquier subconjunto infinito £ de X, f(E) es un con-

junto infinito.

Sea {N,T) el espacio dado en el ejemplo 1.2.7 Cap. !.
Demuestre que una funcidén f:iN ~—»iN es continua si y solo si

m divide a n= f(m) divide a f{(n).

Sean fi:X-'li i=1,...,n funciones continuas entonces min{fi}

y max{fi}son continuas.

Seccidn 2.

Demostrar:

(a) Si (X,T) es como en el ejercicio 1.3 Cap. 1, {xn\n“n
converge a x  en X si y solo si existe mei tal gue
Xn4 X, pvara toda n=m .

(b) -5i (X,T) es el espacio del ejercicio 1.4 Cap. i, X - X

en X si y solo si xnz X, para toda n mayor que algdn

indice.

(c) Si (X,T) es el espacio del ejercicio 1.5 Cap. |, X - X

es finito. (Es decir, X =x

en X si y solo si (xn}netu
para toda n mayor a ailgidn Tndice).
Demuestre que en el espacio C[O,l] con la topologia definida
en' 4.2.2 Cap. |, fn-O fo si y solo si fn(x)-o fo(x; en W para
cada xe{0,1].
lQué caracteristicas tienen las sucesiones convergentes en:

(a) La Linea de Sorgenfrey (Ejercicio 1.6 Cap. ).

(b) La recta real con la topologia definida en el Ejercicio

5.3 Cap. |I.
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si (X,T,) es un espacio métrico
: d P ARE PO

demuestre que X —# X/ si y solo si d(x",xo)—’ 0.

una sucesidn en X,

t{Converge la sucesidon definida en el ejemplo 2.2.3, a f=0 en

el espacio LZ(CCO,I])Y

Sea X un espacio topoldgico y T]. T2 dos topologias en X tales

que T, £T,. Demostrar que si x —»x_en (X,Tz). entonces

X ~eXx  en (X'Tl)'

CAPITULO 11t

CONSTRUCCION DE ESPACIOS TOPOLOGICOS

A PARTIR DE ESPACIOS DADOS.

Introduccidn: En Teoria de Conjuntos, es posible construir
conjuntos nuevos a partir de canjuntos dados. Por ejemplo, sabemos
que si Ay B son conjuntos, entonces la coleccibén obtenida al cgnsi-
derar tanto los elementos de A como aquellios de B, AUB, e§ un con-
junto. Sabemos también de los axiomas de Zermelo-Fraenkel de la
Teoria de conjuntos que AxB={(a,b):a< A, be B} es un conjunto.

Cuando definimos espacios topolégicos, hablamos de parejas
(x,T), en donde X es un conjunto y Te P(x) satisfaciendo ciertas
propiedades. De lo dicho antes, resulta que si tenemos dos espacios
topolégicos (X,Tx), (Y,TY), podemos considerar los conjuntos XUy
o XxY. Nos preguntamos ahora si podemos asociar a estos nuevos ¢on-
juntos topologias nuevas relacion;das convenientemente con 1as Teogo-
logias Ty v TY.

En este capfitulo, veremos reglas generales para construir
espacios nuevos a partir de espacios dados y'anélizaremos casos par-

ticulares importantes.

Sseccidén 1. - Topologias inducidas por funciones.

Sea X cualquier conjunto y (Y,T) un espacio topolédgico.
Sea f:X-»Y una funcidn entre conjuntos. Sabemos (ver capitulo preli-
minar) que si (A‘}“?s una familia de subconjuntos de Y, entonces
-1 -1
a) f A)=\Uf A,
(a) 1‘}«’: =N 1( "
() £ NAY0F (A
-1 %Y “I‘l
(c) £ (B)=0 y Ff (Y)=X
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gstas igualdades nos dan 1a clave para definir una topologia es abierto en Z; es decir, g es continua
» ’ -

en X a partir de ella d . < P . .
P aqu a dada en ¥ Ademas fT es la Gnica topologia en X que satisface esta

-1
- . 1 j { : - N . . . . .
1.1 - Teorema. EI conjunto fT=A\f (A):A€TY es una topolo propiedad, ya que si T' es otra topologia en X satisfaciendo la misma

gia en X. . . .
. propiedad, entonces en particular id:(X,T') —» (X,T') dada por

Demostracibén: La demostracién resulta a partir de las ifgual- td{x)=x (la funcidn identidad), es continua y por lo tanto

dades (a), (b), (c) arriba y se deja como ejercicio (Ejercicio 4. o f=foid:(X,T') ~» (Y,T) es continua. pel Teorema 1.2, se tiene

Como los elementos de fT son precisamente las imagenes in= TeT!
§7 € .

ersas de | bi . .
v a e los abiertos en Y resulta claro que f.(X.fT)-%-(Y,T) es con- por otro lado sea id:(x,fT) — (X,T') la identidad, fcgdrf

tinua. . B ) .
es continua, por lo tanto, por la propiedad que satisface (X,T'),

T tie H i :
£ ne adem3s otra propiedad: Resulta que si T' es una i{d es continua. Esto implica que T' sz y asi T'-fT. con lo que

topologia en X : ' i i
pologi , tal que f:(X,T') —(Y,T) es continua, entonces si queda demostrada la unicidad. o

-1
AeT, f A T i ifi ir: H iqui
’ (A)e T', eso significa que fT €Y. Es decir: Generalicemos ahora lo dicho hasta aqui de la siguiente

1.2 - . i i i 6gi
Teorema ta Topologia fT es la menor topologia que manera: Sea {ﬂx‘. 1<)} «el una familia de espacios topolbgicos Yy

hace continua a la f id . . . -
uncién f '$={f‘:x #X*\‘ 1una familia de funciones definidas sobre un conjunto
€

pemostracidén: Es claro del parrafo anterior. O X. Denotaremos por ;T 8 {f ‘T (o fT si ¥ consta de una sola funcibn),
ag

’ - . . . .
odemos definir en X muchas topologias diferentes. Sin la menor de las topologias en X gue hace continuas a todas las fun=

embargo, 13 topologia fT tiene particular importancia. EI Teorema

ciones f“ - Tenemos entonces

1.2 es la primera muestra de ello. El siguiente reseltado completa 1.4 - Teorema:
. :

1a Just|fncac|6n de nuestro interés por esta Topologia. (a) La familia S -(f_,(A);A et(, «c]) es una sub-base

1.3 - Teorema. fT es la Gnica topologia en X que satis-.
face: .
- para cualquier espacio topoldgico Z vy cualquier funcidn
g:Z-»X, se cumple que:
g es continua &> feg lo es.
Demostracion: =% ) Si g es continua, entonces por el
feorema 7.9 Capitulo 1, feg 1o es.
supongamos ahora que fog es continua. Sed A abierto

en X, es decir A=f71(8) para algun BeT. Asi g-Ik})-(g'1°f'l) ()=

-(foq)f‘(B). Como feq es continua y 8 abierto en Y, q“(A)-(fog)-l(B)

para la topologia #T. B

(b) $T es la Gnica Topologia en X que satisface:

Para cualquier espacio topoldgico 7 ¥ cualquier funcidn
g:Z-*X, se cumplie que

g es continua < ﬁo g es continua para toda del.

pemostracidn: (a) Consideremos la topologia T en X que
tiene como sub-base al conjunto §. Vamos a demostrar que en efecto
T coincide con ¥T, o en otras palabras, que T es la menor topologia

que hace continuas a todas las funciones f_.
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Como § es una sub-base de T, entonces una base de T es
b-{f"“(k‘)n...f\f;j‘(An): ael, A €Ty v i=l,...,n, nem} , Y por
lo tanto T-(UGX: U es unién de elementos en b}

Cualquier elemento de § pertenece a T y por lo tanto,
cualguier funcién fq es continua ya gque f;' (A)e § T para cualquier
AeT, vy cualquier asl.

Por otro lado, si T' es una topologfa en X tal que f :X¥Xg
es continua para toda « , entonces en particular f;](A)eT' para
toda =<l y para toda AeT, por lo tanto como T' es una topologia,
tenemos que para cualquier coleccidn *l,...,o(n y cualquier coleccién
A€ Taqeee A € Tu o Fo (A D DA T es decir TE T

(b) La demostracién de este inciso se puede hacer de ma-
nera andloga, salvo cambios evidentes, a la demostracidon del Teorema

1.3. Se deja como ejercicio (Ver ejercicio 1.2.)

1.5 - Observacidén: Es facil ver que si b,‘ es una base de

la topologia Tq , entonces ::(f;l(A): AcB, ., 4.61} es una sub-base

1. (En Tecorema 3.3 se hace la demostracidn para un caso particular.)

de {{‘)

1.6 - Definicidn: A la topologia ,T le llamaremos la

topologfa debil en X inducida por la familia ¥ . (y por la familia
de espacios {(X(,T.‘ ))‘“1).

1.7 - Ejemplos:

‘1.- Un ejemplo de gran importancia y que discutiremos en
la seccién dos es el siguiente. Sea X un espacio topolbgico Yy
ESX,y sea j:€E »X la funcidn inclusidn; es decir j({x)=x para toda
xeE. Cuando E tiene la topologfa inducida por "'f-(j},jT, decimos
que E es sub-espacio Topoldgico de X.

2. Sea E un subconjunto de un conjunto X y ‘R'con la

topologia usual.

- 90 -

Consideremos 1a funcidn caracteristica de E, 'XE:X—-"I\ dada

0 si E
'Xz(x)={ si x¢

1 xi xe E

por

La topologia inducida en X por XE es por definicidn el con-
junto de imdgenes inversas de abiertos en ® . De tal manera que

xt]’=<9,X,E,X‘-E} , ya que si ASR abierto

g s ,
-1 X s R
K (A =4 .k si 0cAy 14A
Es

3.- Sea (X,,_}'“‘1 una familia de espacios topoldgicos con
X ## para toda « . Por Zermelo-Freankel TIX, es un conjunto cor el
axioma de eleccidén (Ver Cap. preliminar) 'ﬁX‘ es diferente del vacic.

La topologia en'ﬂx,‘ inducida por los espacios )(‘,l y las pro-~
yecciones p_ :T‘X,L-—v Xo » ©5 ja topologia producto que analizare=os
en la seccidon 3 de este capitulo. (o]

Consideremos ahora una funcidn definida scbre un espacio
topolbgico (X,T) y con valores en un conjunto Y. Vamos a construir
una topologia en Y con propiedades deseadas a partir de f y de T.

Queremos que ia topologia obtenida en Y, que denotaremos por
Tf, sea tal que convierta a f en funcidn continua y que satisfaga
(p) -~ - - = Para cualquier espacio t.opolégico Z, una funcidn g:Y—>12
es continua si y solo si gof lo es.

Sea Tf.C.(Y(Y) dado ﬁor

Te={esy: £1(e) et}

Tenemos entonces:

1.8 - Teorema:

(i) T, es una topologia en Y.
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(ii) fF:(x,T) =~ (Y,Tf) es continua y T, es la mayor topo-
logia en Y que satisface esta propiedad.

(iii) ’I'f es la Gnica topologia que satisface la afirmacién

Demostracidn:

(i) Es rutina y se deja como ejercicio.

(i1) f es continua a causa de la definicidn de Tf. Ademas

si T' es una topologia en Y gue hace continua 2 f, f_’(A)eT si AeT',

es decir T'sTf.
(iii) Supongamos que g:Y—~Z es tal que gef es continua,

-1, -
(g ,(A))e T para todo A abierto en Z. Por de-

es decir, (g-f)-‘(A)=f
finicidén de 1’f tenemos que g-l(A)ng, es decir, g es continua.

Por otro lado, si T' fuera una topologia en Y que satisface
(P), entonces en darticular id:(V,T')—»(Y,Tf) es continua ya que
idof 1o es. Por lo tanto, ch-. T'.

pero F:(X,T)—» (Y,T') es continua pues ahora la composicidn
(x,7) _f. (Y.T')id——(Y,T') lo es, y como T' satisface (P), entonces
f es continua. Por (i) resulta que T's Tf y asi, la igualdad. ©

En general, dada una familia de espacios {(x.‘.'r,‘))“l y una
familia de funciocnes $=(f.‘:x&-’ X}donde X es un conjunto, podemos -
definir una topologia T3 en X de la siguiente manera: A€ T'i si y
solo si f;‘(A)t;‘r< para toda =

Tenemos que:

1.9 - Teorema:

(i) T¥ es una topologia en X.

(if) Cada fq :(X,UT()—'(X,T.’) es continua y Ty es la
mayor topologia en X con esta propiedad.

(iii) T.,_ es la Gnica topologia que sati\sface: Para cual-

quier espacio (Z,T), una funcidn g:(X,T.; )y~»(2,T) es continua si vy
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solo si gof, es continua para toda o el.
pemostracién: La demostracidon se deja como ejercicio.

1.10 - Definicién: A la topologia Ty le 1lamaremos la

topologia fuerte en X inducida por la familia de funciones F vy por
los espacios topolégicos (Xg» T ) -

1.11 - Ejemplos:

1.- Para cualquier espacio topolégico y cualquier conjunto
Y, la topologia en Y inducida por una funcidn constante k:x--y‘_J es

la topologfa discreta, ya que si E€Y,

Sl [B s vaéE
k() {X si y:eE

H]
es decir, cualquier subconjunto de Y pertenece a Tk’

(tBajo qué condiciones en f:iX-#Y y en la topologia de X
se obtiene T, la topologia indiscreta?).

2.- Sea ((X(,T‘)h“x una familia de espacios topoldgicos
y X= UXQ . pPodemos considerar en X la topologia fuerte inducida por

o el .
la familia de inclusiones ju :Xa™% MXy (5 o (x)=x}.
A la pareja (X'TU k) le 1lamaremos la suma topoldgica de
Py

i X a T,. la topologia suma.
los espacios « Y lju.} ’ P g

De esta manera, un subconjunto A es abierto en X si y solo
si ANX, =J';1(A) es abierto en X para cada a .

Veamos un ejemplo mds concreto:

Para X‘=(a,b,c} B X2={0,1} con las topologias
T]={D,X],{_a),(a,b‘}, T2=(0,X2,{0“ respectivamente, !a topologia
suma es:
1={8,%,U%,, {a) {a. ) (os,(a,os,{_a,b,o\.(_a.o,1},(a,b.0.1}.(a.b,c,0§}

En la figura 40 se dibuja un abierto en la suma topolégica
de los espacios Mx{0}. mx{1}). Mmx{2}. Rx{3}. donce cada Wx n

con ne{O.l.Z.}} tiene la topologia 'l’n cuya base es
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hn-(s?a.b)- (x,n):a¢x<b, a,b e\R&

.. - + - — cre wkx(3)
ese YR R R4S
. . ‘kl(‘,

Wwox (o)

Marcado con iinea m3s gruesa, se muestra un abierto

3
en el espacio suma %mx{n].

Fisura 10.

Seccidn 2. - Subespacios.

2.1 ~ Definicién: Sea (X,T) un espacio topoldgico y E€X. A la

pareja (E.jT) e llamamos subespacio topoldgico de X, donde jT es
la topologia debil inducida por la inclusién. (Ver seccién anterior.
En particular, ver ejerﬁplo 1.7.1).

A la topologia jT ie 1lamamos la topologia relativa en E.

jT es la coleccidn de imagenes inversas j-j(A), donde A
es abierto en X. Es decir, J.T-(j-](A)-AnE:AeT}.

2.2 - Ejemplos:

1.- Si (X,T) es el conjunto de los reales con la topologia
usua! y E=2 es el conjunto de los enteros, la topologia relativa en
2 es ta topologia discreta. En efecto, cualaquier subconjunto (xi‘ iel
de los enteros es igual a {x'hel=1(\}\ donde A"“L;(x‘-llz,x“yz).
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Como A es unidn de intervalos abiertos en R, entonces A es abierto
en Ry in‘igl es abierto en 7 con la topologia r_elativa.

2.3 - Teorema: Sea (X,T) un espacio topolidgico y ES X.
Si h={8‘: -LGI) es una base (Sub-base) para T, entonces
h*={£(\8‘(: ek(—.l} es una base (sub-base) para la topologia relativa
en E.

Demostracidén: Si A*e T, A ~+. ,i prara alguna Ae T, asi
A=.‘L‘)1'B para algun 1'¢ ] y por lo tanto A*-&,{‘aqﬂ E=(E)x'(8«ﬂ'E).
De tal manera que cualquier elemento en jT es unidn de elementos en
ﬁ*; es decir, ﬁ* es una base de j‘I’. o

De este teorema se desprende que podemos describir la to-
pologia relativa de un subconjunto de X a partir de una base o una
sub-base en X.

2.4 - Ejemplos:

(1) sea M con la topologia usual Ty y consideremos el
intervalo {0,1]. Como {(a.b):a(b} es una base para T‘K , entonces
{(a,b)(\[o,l]:atb} es una base para 0,1]; es decir, los abiertos
en [0,1] con la topologia relativa son uniones de conjuntos de la
forma [0,b), (a,b), (a,1] con Ocasbel.

(2) Del ejemplo 4.8.3 Cap. 1 s;abemos que la coleccidn de
conjuntos de la forma

{(x,y)ih‘xzzalcua ye(R}

20
Y {(xy) e m Zixe R .bicyed
x,y)€ R ixe R bieveb,)
. 2 . .
forma una sub-base para la topologia usual en R . (ver figura &).
De tal manera que el conjunto ((x,O):xem} (el eje de las equis),

tiene como sub-base las intersecciones:

{(x,y) € ﬁ-zzalcx<a2; yem\ 0 ((x,O):xeR\ -((x,O) 13 ¢ x<az‘1

{(X'V)G I'R.z:erR :b‘( y(bzs 0 lk(x.O):x &iR.}-{%(:io?tiz.{xk’g)ﬂb“o‘bz
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Como la interseccién de cualquier coleccidn finita de
conjuntos de esta forma, es también de esta forma, entonces resulta
que la coleccidn

{k(x.o):aluma2 \: a',azer\\\
es una base para {(x,o):x eﬁ\\ . Este resultado lo expresamos di-
clendo que la topologia usual en WR coincide con la topologia rela-
tiva de R considerado como sub-espacio de WLZ.

2.5 - Teorema: Sea E un subespacio de X. Para GEE
se tiene:

(i) e (6)=Ene, (6); de(6)=End, ().

(i) eni(6)gi (e); Fro(6)s EnfFr,(c).

(iii) GeE es cerrado en (E,jT) si y solo si G=EAF,
donde F es un cerrado en (X,T). Es decir, los conjuntos cerrados
en £ son las intersecciones de E con los conjuntos cerrados en X.

(€1 sub-indice € 6 X nogindica el espacio en donde esta-

ﬁos considerando el operador ¢,d, | 6 Fr.).

Demostracidn:

(i} Sea A abierto en X conteniendo un punto xGE.

Coro GeE, (A-{x})NnG= ({ANE)-tx}) NG y como los abiertos en E
son precisamente de la forma AAE, xedE(G)@ xgdx(ﬁ) para x&éE,
es decir dE(G)-dX(G)n E. .

. Ahora, cE(G)=cx(G)n E resulta de lo anterior y de la
igualdad c(6)=G6vd(G).

(i) ix(G) es un abierto en X contenido én 6. Como’
s E.. iy (6)ekE y asi ‘X(G)ﬂ Ex lx(G) es abierto en E contenido
en G. Como iE(G) es el mayor abierto contenido en G, entonces

i@ nes {gle).

Sea ahora x& FrE(G). Naturalmente x € E. Veamos que

también pertenece a FrX(G).
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Si A es un abierto en X que contiene a x,

(ARE)NGEB y (ANE) N(E-G)#P ya que x(FrE(G) y AAE es un abierto
en E. .

Como ANEES A y E-G<E X-G, entonces ANGFD y AN(X-G)#8,
es decir xe Frx(G).

(iii) Si 6€E es cerrado en E, tendriamos cE(G):G, pero
G=cE(G)=cx(G)ﬂ E. Asi G es de la forma FNE donde F=cx(G) es un
cerrado en X.

Supongamos ahora que G es de la forma FN E donde F es un
cerrado en X. Por (ii) y del ejercicio 5.10 (a) del Cap. 1 tenemos
que:
cE(G)ﬂcg(Fn E)‘CX(FO E)n EE-CX(F)ﬂ cx(E)ﬂ E=FN E=G, y por Vo tanto
G es cerrado en E.

2.6 - Observacidn: Podemos encontrar ejemplos en los

que se obtenga la contensién propia en el inciso (ii) del Teorema
anterior:

Sea X=1R con la topologfa usual, E={0,11y 6=(0,1/2).
Resulta que iX(G)=(0,l/2) pero iE(G)-[O,IIZ).

Dé un ejemplo en donde FrE(G) sea un subconjunto propio
de ENFry(6).

3.7 - Teorema: Un subespacio E de un espacio X es
abierto (cerrado) en X si y solo si la funcidn inclusion j:E-¥X
es una funcién abierta (cerrada).

Por lo tanto, cualquier abierto (cerrado) de un subespacio
abierto (cerrado) es abierto (cerrado).

Demostracidn: Se deja como ejercicio.
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Seccidn 3. - Espacios Producto.

Consideremos una familia {(x‘,T‘))“Ade espacios topold-
gicos, donde cada X*#B.

E1 conjunto producto ‘le,‘ es el conjunto de funciones
x:A -.(\dx tal que x{of ) € X, para cada €« A. En el caso en que
el conjunto de indices A es finito, digamos A=(l,...,n\, se acos-
tumbra denotar a los elementos e".ﬂ:“ como eneadas ordenadas. Mas
precisamente, si x E-EAX"’ a x lo denotaremos como (x(1),...,x(n))
8 (x,,...,xn).

Sea p, :.‘EX — X, la funcidn definida por p‘(x)-x(v().
A P, le Tlamaremos la proyeccién sobre el «-&simo factor.
T) (Ver ejemplo

w

1.7.3 de este capitulo) le 1lamamos el producto topoidgico de los

3.1 - Definicidn: Al ej Tox
a pareja (MA -

espacios X, . A la t0pologfa debil inducida por {p_(), T, le

)
ttamamos la topologia producto.

3.2 - De lo visto en la seccidn 1, tenemos pues que:

{a) Pu €5 continua, cualquiera que sea o€ A.

(b) U‘)T es la menor topologfa que hace a todas las Py
continuas.

(c) Si Z es un espacio topoldgico y g:Z—V“X_‘ , entonces
g es continua si y solo si P09 lo es, para toda o .

(d) La familia s=(p;‘(5):BeT‘ , o & A) es una sub-base
de esta topologia. '

V 3.3 - Ejemplos:

1.~ Cuando X, es un mismo espacio topolégico para toda

¢ A, al producto ‘ILX‘ lo denotamos por XA. En el caso en que

A-‘I,...,n} , entonces a XA le llamaremos la enésima potencia de X

y lo denotaremos por x".
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2.- Sea W la recta real con la topologia usual. Con-
sideremos el producto topoldgico en el conjunto mz. De 1a observa-
cién 1.5 resulta que una sub-base de la topologia producto,

-es la coleccién de conjuntos de la forma

P;l((a,b)). P;I((C.d)) donde (a,b) y {(c,d) son intervalos

abiertos en R.

Pero p;l((a.b))={(x.y)emf : acxeb; yekk}
Pgl((c.d))={(x.y) e\RZ: xeR ;. c<y<d§

Asi tenemos que la topélogfa producto en m,z coincide con
la topologia usual en ﬂLz. (Ver Cap. | ejemplo 4.8.3, ejercicios
4.2 y figura 6). '

Se puede demostrar que la topologia usual en \Rn coindice
con la topologia producto para cualquier n.

3.- Sea A=[0,1].\RA es el conjunto de funciones reales
con dominio en £0,11.

Para un intervalo abierto (a,b) en W, y un punto xelo,1],

p;]((a,b))={f:[0,l] R : f(x) &(a.b)} de tal manera que un elemento

_basico en la topologia producto de IRA es de la forma

p;: ((a~l,bl))r\...np;:‘((an,bn)=(f:[o,1]-¥ﬂ;f(xl),...,f(xn)e
(4 (a,,bl)f\ f\(an,bn)} . y un sistema bdsico de vecindades de un
elemento f(:lRA es de la forma
I\B(;.r)(fh(_g:to,i]-v&:lf(x)-g(x)|<r para todo xeF}: Fé[o,l]
finito, reﬂ\"}
Es decir, la topologfa producto en IKA coincide con aguella
descrita en 2.6 (b) Cap. It. (Ver también ejercicio 4.9 del Cap. I).
Resulta también cierto aue la topologia relativa en ¢0,1

0,1}

definida por la topologia producto en R coincide con aguella

del ejemplo 4.4.2 Cap. I.
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3.4 - Teorema: La proyeccién pp :-\-\X_, —'i(n es una fun-
cién abi‘erta para toda i3 . (Ver ejemplo 1.14.2 Cap. I1).
Demostracién: Sea A un abierto arbitrario en TYx,‘ .
Vamos a demostrar que p, (A} es un conjunto abierto en X, . Sea
xep, (A). Existe un punto fe A tal que f(a)=a. Existe wun elermento
bisico B en Ti'X, tal que f¢ BEA (Ver Teorema 4.5 cap. 1). Esto

es, existen una coleccién finita de indices /3.‘,...,/5“ y una coleccidn

de conjuntos Ae“""A/! donde A,s. es un abierto en X," para i=1,...,n

n 1

tales que f&B-p-l(A )y N .../\p-‘(A YeA.
i« ,’1 %n Ny

Esto implica que x<p, ()¢ pa(B)E Pa (A).

Queda por demostrar que pa (B) es un abierto en X,, . Esto
resulta ya que P/s(s)'An‘-; si 6=/ji para alguna i y p, (B )=X’5
si 73 #rsi para todo i=1,...,n.

3.5 -~ Teorema: Sea {xn} una sucesidn de puntos en

nem
el producto T\'X,‘ y xoe“)u - X =P si y solo si p“(xn)—bf«(xo)

para toda « .

Demostracidn: Si X o~ X como p, es continua para toda
« entonces del Teorema 2.5 Capitulo 11 se tiene: P (xn)-——p‘ (xo)

para toda « .

Supongamos ahora que para cada ® , p (xn)_—:» Po (xo) y sea
A un abierto cualquiera conteniendo a X, - Existe un abierto basico
B.p"(hl)n e fy p-l(Ak) en el espacio producto tal que x, e BE A,

donde A, es un abierto en X _ conteniendo a p (x ), i=1,...,k."
i ~: oy (4]

Como p (xn)—vp.‘ (xo) para cada i, entonces existe n{ilely
i i

tal que p"i(x")‘ A, para toda n=n{i), i=1,...,n.
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Si no=max{n(l),...,n(k)], entonces anB para toda nhno,

lo que completa la demostracidn.

seccidn 4. Espacios Cociente

4,1 - Definicidn: sean (X,T) un espacio topoldgico, Y

un conjunto y f:X —=Y una funcién suprayectiva. La pareja (Y,Tf),

donde Tf es la topologfa fuerte inducida por f vy (x,T), es 1larada
espacio cociente y a Tf le llamaremos 'a topologia cociente en Y jin-
ducida por f y (X,T). (Si no hay posibilidad de confusién, direros
simplemente, topologia inducida por f). Es decir Tf={AEX:f-,(A)gT}.

Del Teorema 1.8 tenemos el siguiente: '

4,2 - Teorema: Si (Y,Tf) es la topologia cociente en Y
inducida por f:X —eY y (X,T), entonces Te es la mayor topologia que
hace a f continua y es la Gnica que satisface: Para cualquier espa-
cio Z , g:Y-=2 es continua, si y solo si gef lo es. o

Dada una funcidn continua y suprayectiva f con dominio en
el espacia (X'TX) y rango (Y'TY)' nos preguntamos bajo qué condi-
ciones TY coincide con la topologia cociente Tf.

Como Tf es la mayor topologia une hace continua a f, en-
tonces se debe cumplir que Tngf. Para que estas dos topologias
coincidan es pues suficiente tener TFGTY. Es decir, si ASY es tal
que f-l(A)g Tx, entonces A‘TY. Como f es suprayectiva f(f-l(»‘-))ﬂ?
para cualquier subconjunto A de Y. Asi si f:(x,Tx)-¢(Y.TY) es una
funcidn abierta, entonces en efecto AeTY si f-‘(A) eTX.

4,3 - Teorema: Sea X,Y espacios topoldgicos y f: X -»¥
es una funcién suprayectiva y continua. Si f es abierta o cerrada,

entonces la topologfa de Y coincide con la topologia cociente.
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De~ostracidn: Lo dicho en el pirrafo anterior, demuestra nuestro
teorema para el caso en que f es una funcion abierta. Si f es cerra-

da y AT, entonces f(X-f-'(A)) es un conjunto cerrado en (Y'TY)'

Pero en este caso f(X-f—’(A))tY-A y por lo tanto AE€T,. Asi obtene-

mos que T_© 7T y por consiguiente la igualdad.

f
L.b - Ejemplo: Sea [£0,1] con la topologfa relativa defi-
nida por Tg. Sea S, el circulo unitario en ﬂ\z con la topologia re-
lativa definida por T a. La funcién f:(0,1] - 5! dada por
f(x)=(cos 2Wx, sen 2Wx) es suprayectiva continua y cerrada. Asi
que S] con esta topologia es un espacio cociente.

Vamos ahora a obtener topologfas cocientes de tal manera
que nos permits describir facilmente estos espacios topoldgicos.

4,5 - pefinicidn:

1.- Sea X un espacio topolégico. Una particién O en X
es una coleccidn de subconjuntos de X ajenos por pares y cuya unidn
es X. (Es decir si A,BegO entonces ANB=@ y U{s:aea}=x).

2.- Sea D una pa.rticién de un espacio X. A la aplicacion
p:X—» O gue manda a cada elemento xe& X al Gnico elemento de la parti-
cidn que 1o contiene,le llamaremos proyeccidon natural.

3.- Sea O una particién en un espacio topoldgico (x,T). ~
Consideremos en el conjunto d la sigui'ente topologia Tp: .

o chsi y solo si U(A:Asyd) es abierto en X.

A I3 pareja (a'.‘i:b) e llamaremos espacio particidn de X.

) 4.6 - Ejemplo: En ei conjunto de los nimeros reales,
D‘s{(x):xgm} ; pz-{(n.nH]:ng l}; Df({xﬂk XY 0},

~

(x;m. ix& 0}} son tres particiones diferentes.
' Si vi:m-o D, es la proyeccidén natural para i=1,2,3,

entonces p‘(x)-(x}; py(x)=(n,ne1] si nexgnsl vy
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(-e,0] si x£0
SN [olts IR

Si A es un conjunto abierto en R, o =((x):xg'n}¢1'°‘.
tos Gnicos abiertos en (93'T°3) son §, DB y
{{xelk :x)O}}.

Para cualquier keZ el conjunto K(n,n*l]:n!k} es un
abjerto en el espacio particion Dz.

4.7 - Teorema: Si D es una particién del espacio tgpo-
l1égico X, TD es la topologia cociente inducida por la prow)eccién
natural p: X =+ .

Demostracién: Sea TP la topologia cociente. Observe~os
que si o €D entonces p_‘(p‘ )=(xe X:p(x)ed} =U(AE X:Ae;‘}.

De tal manera que 9‘6 Tp¢7 pq(A) es abierto en X &¥
U{Aasx:Aed} es abierto en X & AeT_ .

»
4.8 - Observaciones:

(a) La proyeccién natural p:X ==, no necesariamente es
abierta o cerrada. Por ejemplo si X=fR con la topologia usual y
b={(n,n+l]:ne1} , resulta que p no es una funcidén abierta, ya que
p((n,n+l))={(n,n+|]} y este conjunto no es abierto en P ya qus
p-i((n,g\+1]}=(n,n+1] que no es abierto en ®.

Adem3s p no es una funcién cerrada pues p({fn,n+1]1)=
{(n-l,n],(n,nﬂ]} que no es cerrado ya que
p_l({(n-l,n], (n,n+l]}=(n,n+l].

Esto muestra que el reciproco del Teorema 4.3 no es nece-
sariamente cierto.

(b) Si X es um conjunto y ~ €s una relacidn de equiva-
lencia en X, entonces e« induce una particién en X. En efecto, las
clases de equivalencia forman una particién ® en X. (Ver Capituio

Preliminar y ejercicio 4.2).
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Reciprocamente, si p es una particidn, la relacion: ta que T, =T. Del Teorema 4.9 se tiene que el espacio particidn

Xreyéd x y y pertenecen al mismo elemento de la particidén, es una ;)=ux};x‘ x} es homeomorfo a X.

- . - . 1
relacidn de equivalencia. 2.- Del ejemplo 4.4 sabemos que el circulo unitario §

A cualquier particién P en X con la topologfa cociente con la topologia relativa inducida por la topologia usual en lkz

inducida por p, se suele denotar también como X/u , donde m es la coincide con la topologia cociente en s! inducida por la funcién

relacidn de equivalencia definida por D x—f-p(cos 27 x, sen 2M x), definida sobre el intervalo Lo,1].

El siguiente Teorema es fundamental y nos muestra que todo. La relacién de equivalencia en [0,1] definida por

espacio cociente es esencialmente un espacio particidn. fFixmy & f-l(x)sf-](y), nos determina la siguiente particidn:

4.9 - Teorema: Si Y posee la topologia cociente inducida =({x}:x6 (O,I)}U((OJ}}. Es deir xny & x=0 y y=1 o x=y.
por una funcidn continua y suprayectiva f:X - Y, entonces existe un Todo esto lo expresamos diciendo que el circulo es obte-

. . . ez -1 .
homeomorfismo h de Y en el espacio particién ® ’{f (y):ve Y}. nido de [0,1] identificando los puntos extremos. (Ver Figura 11).

Ademas hef es igual a la proyeccién natural p:X-#® . Es En los ejemplos que siguen, cualquier subconjunto de S

decir, el siguiente diagrama conmuta se considera con la topologia relativa inducida por la topologia

X usual en R".
i/ \p 3.~ Consideremos en el cuadrado (0,1] x[O,I]; la parti-
Y .
h ® cién D dada por los conjuntos formados por un solo punto (x,y) si

xe{o,l} y y por los conjuntos de la forma {_(0,y),(1,y)}.
Demostracién: Sea h:Y—= P definida por h(y)=f-1(y). De €1 espacio particién (o espacio cociente) (D,Ta) es homeo-
esta manera h(f(x))uf-l(f(x))-p(x) ya que evidentemente xef_](f(x)). morfo al cilindro S‘x[O,l]-
Como f es una funcidén, entonces f-l(yl)#fq(yz) si y,#yz,
es decir, h es inyectiva. Ademés es evidente que h es suprayectiva.
Por otra parte tenemos que

h-'(B)-AeTfﬁ f-](A)-U{f-1(y):yeA} es abierto en

—
-1 . . N . (@S o,5¢n0)
/%{f (y):vea A]-h(A)-B es abierto en p . Es decir, h es continua ‘;ﬁ N
y abierta.
4.10 - ¢tjemplos:
1.- sea (X,T) un espacio topolbgico y id:X-» X la funcién
iden.tidad. La topologfa cociente en X inducida por id, T. ,estd dada .
id Figura 11.

por: A&T,, siy solo si 1d"V(A) €T. Como A=id”'(A), entonces resul-
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(o,4) (\,4) Q

to, y) ", 9 for=tay

. = €050,50m0 , 4}

te,0) (0! &._)

Figura 12.

En efecto, la topologia usual en el cilindro coincide con
la topologia cociente definida por la funcidn f:[O,ﬂx[O,l]-’SIx[O,l]
dada por f(x,y)={{cos 2n x, sen 2Wx),y). (Ver Figura 12.)

4,- El espacio cociente (51’(51"1_':) donde f:{0,1]x[0,1] =
- S]xS‘ es la funcién dada por f{x,y)=({cos 2Wx, sen: 2T x},
(cos 2my, sen 2My)). Se puede mostrar que Tf coincide con la to-
pologia usual en Sle'. Del Teorema 4.9 este espacio resulta ser
homeomorfo al espacio particién (®,T ) donde
3'{((0,y).(1.y)}:Oiyi-l}U{{(x,O),,(x,l)_}:oixél} U {{(x,y)} :0ex<1,02ya1}.
(ver figura 13).

Este espacio es llamédo el Toro.

5'.- Consideremos ahora la siguiente particidn en [0,1]x[0,|],

- {{(x.O) ,(1-x,1)}:osxﬂ}'u{{(x,y)} :0&x41,0ay21Y.

E! espacio particidn (Q'T.D) es llamado la banda de Moebius.
(ver figura 14).

6.- Sea X un espacio topolbgico. Sea en Xx[O,l] la parti-
cién que tiene como elementos los conjuntos de la forma (('x,t)}. con
x.i y teC0,1) y ademds el elemento xx{1} induce unmespacio cociente

ilamado e} cono de X y denotado por Con(X). (Ver figura 15).
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{ cos 21, senanx, i}
t

x ’
— ——t
fo 4 Tu.y (coSo,5n0,4) \ -7
% - - —~
(o) ,0) @0 w
A
teosanx, sen2nin, o)
Figura 13.
7.- £l espacio cociente obtenido por la particidn en

Xx[O,I] cuyos elementos son los conjuntos de la forma ((x,t)} tales
que x& X, te (0,1) y ademds los elementos Xx {0}, xx {1}, es 1lamado Ia

suspension de X y denotado por - S§(X). (Ver figura 16)}.

(014’ {i-%,1) (4")
——
4,0}
(o,0) (x,0) '
Figura 1h.
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4.11 - Como se puede apreciar en los ejemplos anteriores

y en Ias‘figuras 11 a la 16, intuitivamente se obtiene un espacio

cociente de un espacio dado al '"pegar' o "identificar" unos puntos
con otros. Como en el caso del ejemplo 4.10.2. (Ver Figura ll)f

El resultado que se da en este ejemplo se podria traducir

en un lenguaje ingénuo de la siquiente manera: Se puede coastruir
un circulo a partir de un segmento de linea, pegando sus extremos.
€s importante tener presente esta idea pues asi el concepto de es-
pacio cociente pierde parte de su apariencia compleja y gana en

naturalidad.

auih

/
———
—T
+d 10

LAV
% XxCo,1) Con{m

<

Stx)
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4.12 - Nota. A cualquier conjunto Y con la topologia
cociente definida por un espacio (X,T) y por una funcidn f:X-»Y le

llamaremos también espacio cociente de X. Del Teorema 4.9 cual-

quier espacio particién que hemos denotado por D o por X/v es un
espacio cociente de X. Con esta terminologia, la notacidn X/v re-

sulta ser la mids sugestiva.
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EJERCICIOS - CAPITULO 111

seccidn 1.

1.4

1.5

Hacer la demostracidn del Teorema 1.1,
Demostrar el inciso (b) del Teorema 1.4 y el Teorema 1.9.
Consideremos el conjunto Mdeios nimeros reales con la topo-
logia T definida en el ejercicio 5.3 del capitulo 1, y sea
j:mW —® la inclusién: j{n)=n.
iCu3l es la topologia en N inducida por j y T?
Sea (W,T) el espacioi descrito en el ejercicio 1.3 del Cap.
f y f:m-» dada por f(x)=menor natural n tal que
ixig&n. Describa la topologia fT en M .
Demostrar que si R tiene la topologfa definida en el ejer-
cicio 5.3 del primer capitulo y f es la funcidén definida en
el ejercicio anterior, entonces Tf es la topologTa indiscre-
ta en 3 . LCémo es esta topologia si consideramos en MR la
topologia T donde

(a) T es la topologia usual.

(b) T es la topologia definida en el

ejercicio 1.6 Cap. 1.

Ses M. con la topologia usual y Y el conjunto de los reales.
Describa los conjuntos abiertos del espacio (Y,Tf), en donde

f:R—>Y estd definida como f{x)=ixi.

Sec-zidn 2.

2.1

Sea (X,T) un espacio topolégico y E®X. Sean Fy jF fas

colecciones de cerrados en (X,T) y (E,J.T) respectivamente.

2.4 -

2.6 -

2,7 -
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Demostrar (a) J.Ts Te* EaT

(b) jFE Fer E€F
Este resultado es equivalente al Teorema 2.7.
Sea (xn}nem € Eyx &E. x - x en E si y solo si
xn—-v Xy en X.
Sea @M con la topologia usual
(a) Demuestre que la topologia relativa de cualquier
conjunto finito en R, es la topologia discret;.
(b) Describa los elementos de la topologia relativa de Q.
Sea (M,T) como en el ejercicio 1.3 Cap. I. Describa las
topologias relativas de los siguientes subconjuntos:
{(a) El! conjunto de nimeros pares.
(6) {1,...,n}
(c) E€m finito
(d) Esm infinito
Hacer el mismo analisis del problema anterior pero consi-
derando ahora la topologia en ™ definida en el Ejercicio
1.4 cCap. I.
Sea X un conjunto infinito y T la topologia co-finita ‘en X.
Determine la topologia relativa en ‘E€X, cuando
(a) E es finito
(b) E es infinito
Un subconjunto de llz es radialmente abierto si y solo si
contiene un segmento abierto de 1inea en cada direccién al
rededor de cualquiera de sus puntos. (Ver Figura 17).
Demostrar que
(a) La coleccidn de conjuntos radiaimente
abiertos y el conjunto vacio, forman una

topologia en mz.
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{(b) Esta topologia es estrictamente mis fina
que la topologia usual.

(c) La topologfa relativa del clfrculo con res-

pecto a ests topologia es la topologia discreta.

AT
,
’

Y

A\

(b}

&)

Aqui se muestran dos conjuntos radiaimente abiertos.
Las l7neas punteadas significan que no se estan consi-
derando los bordes como parte del conjunto. En (b) e}

punto p pertenece al conjunto.

Figura 17.

Seccibén 3.

3.1 - $e§n Xl y X2 dos espacios topoldgicos y E,EXI, Ezg X2.

Demuestre que en el producto topoldgico X,xxz, se satisface:

(a) c(Elxiz)-C(E,)x c(g,)
(b) i(ﬁ‘ x Ez)'i(fl) x i(Ez)

() Frie, x £,)=Fr(E)) x c(e,JUk(e)) x Frie)) |

3.3 -

3.4 -
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Sea {_(Xd.T‘)S'“A una familia de espacios topoldgicos y para
cada « €A, sea e, Una base para T, , entonces se tiene gque
. -1 '

(a) La coleccidn '\!={p.‘ (Bu):Buﬁh.( , ugA} es una sub-
base para la topologia producto.
{b) La coleccidn de conjuntos de 1a forma YV B, donde
LEA
B“eh* para una coleccidn finita de indices F y B =X,
para toda uéF, forma una base para el producto‘T‘X‘
€A
{¢) Los conjuntos abiertos en T1X, son de la forma V1B,
LY : - wEN
donde B‘ es un conjunto abierto propio de X‘para una
coleccidn finita de Tndices F y B ='X‘ para toda q¢7
Describa la topologfa producto X x X, en donde X es la linea
de Sorgenfrey. (Ver ejercicio 1.6 Cap.t).
Sea HXa un producto no vacio de espacios topoldgicos y para

cada o sea a, un punto fijo en Xa. Demostrar que el sub-

Espacio Y8={xeﬂxu:xu=aa si a#B y xBe- XB} es homeomorfo a XS.

Seccidn 4.

4.3 -

b.h -

Verifique que si P es una particidén de un espacio topoldgico

‘X, entonces TD satisface las condiciones que definen una to-

pologia.
Demostrar que toda particién en un conjunto X induce una re-~

lacidn de equivalencia en X y vice-versa. (Sugerencia:

xvy & X,y estan en el mismo elemento de la particidn).

Sea Y un espacio con la topologia cociente definida por la
funcién f:X-®Y. Pruebe que un subconjunto F de Y es cerrado
si y solo si f-‘(F) es cerrado en X.

Consideremos en (RZ la siguiente relagidn de equivalencia:
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5.6 -
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. A 2 )
(xl.xz)w(yi,yz) si y solo si x,=y,. Entonces R /v es homeo
morfo a WR.

Sea p" 1a bola unitaria cerrada en ﬁc; es decir,

-

D"-{(x',...,xn)e ﬂ(":(§ x?)’/zﬁ.l} y Sn-1 la esfera unitaria:

2)1/2_‘}'

; Consideremos en p" 1a par-

((x‘,....xn)em":( %x

ticién O cuyos elementos son los conjuntos de un solo ele-

1

n-1 y el conjunto "t

mento {%} sl X eDd"-s
pel{x}:Fe0™-s"" U ")

Demostrar que el espacio particidn (5),29)'05 homeomorfo a

n+1

la esfera unitaria en [R {Ver figura 18).

Aqui se muestra el resultado del eiercicio 4.4 para el
caso n=2. Haciendo hncapié en lo expuesto en la obser-
vacidn h.11, vemos qué nuestro resultado lo podemos
expresar diciendo: Se obtiene una esfera a partir de

un disco, uniendo todos los puntos del borde.

Figura 18

Consideremos en "{2 la siguiente particién
1)-{Cr:r. {0,»)} donde Cr es la circunferencia con centro
en el origen y radio r. Demuestre que L &5 homeomorfo a

{0,=).
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CAPITULO iV

AX1OMAS DE NUMERABILIDAD Y AXIOMAS DE SEPARACION

INTRODUCCION

Los espacios topolégicos, como hemos visto hasta ahora,
constituyen una estructura de alto grado de generalidad. .En este
capftulo iremos adicionando axiomas a aquellos que determinan una
topologfa para obtener clases de espacios topoldgicos que satisfa-
gan propiedades convenientes. En particular, una de las motivacio-
nes de llevar a cabo tal experiencia, es la posibitidad de bbtener
propiedades fuertes como aquellas que poseen los espacios Euclidianos
o mis generalmente, los espacios métricos, utilizando menos axicrmas
que aquellos que definen a estos espacios.

En las dos primeras sécciones, veremos algunas propiedades
de suma importancia en dpnde la numerabilidad juega un pape! impor-
tante. Espacios topoldgicos cuya topologia puede ser determinada
con solo una coleccidon numerable de abiertos; espacios cuyos ele~
mentos ‘se adhieren a un subconjunto numer;ble y espacios tales que
para cada punto x, es posible encontrar una coleccidn nﬁmerable de
abiertos que determina completamente la relacién de cercania o le-
janTa con respecto a los demas puntos.

En las secciones posteriores estudiaremos los lilamados
axiomas de separacidn. Es decir, analizaremos espacios topoldgicos
que poseen una cantidad suficiente de abiertos y con una disposi-
cién tal que nos permiten reproducir, como dijimos al principio de
esta introduccidn, propiedades importantes de espacios, tales como
la recta real, los espacios de funciones y en general los espacios

métricos.
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Seccién 1. - Conjuntos densos y separabilidad.

En los cursos de Calculo y Andlisls se analizan las pro-
piedades que los ndmeros racionales poseen dentro del conjunto de
nimeros reales. En esos curgoscomo ya se ha hecho notar, se con-
sidera siempre a m con lo que hemos llamado aqui, la topologia
usual que es igual a la topologfa definida por la distancia
d(x,y)=tx-yj. Una de esas propiedades de los niimeros racionales

se expresa diciendo:

Dados x,yeMR ¢on x<y, existe un ndmero racional rAtal
que x&r<y. Esta propiedad la expresamos diciendo: El conjunto
de nimeros racionales es denso en R .

Esta propiedad la podemos expresar de la siguiente manera:
Dado cualquier intervalo abierto (x,y), se tiene que -

(x,y)nQ#9

Vamos ahora a definir el concepto de densidad en espacios

topoldgicos cualesquiera.

1.1 - Definicién: Un subconjunto D de un espacio topo-

16gico (X,T), decimos que es denso en X si para todo abierto dife-
rente del vacio AS X, AND¥A.,

De la definicion de base de una topologia resulta que
para constatar que DS X es denso, es suficiente tener D NA¥P para
toda Aeh , en donde B es una base de X.

1.2 - Ejemplos:

1.- En efecto, el conjunto de los racionales es un con-
junto denso en R, ya que Q 0 (a,b)## para cualquier intervalo
adierto (a,b).

2.- Es facil ver que si J es cualquier ;ntervalo abierto,

cerrado o semi-cerrado, entonces JAQ es denso en J (Se puede ver

- 116 -

el ejercicio 1.7).
3.- Del Teorema de Stone Weierstrass resulta que el
conjunto de polinomios con coeficientes racionales es un conjunto

denso en L7([0.11). (Para una demostracidn de esta afirmacidn

consultar [4] o [47]).

4.- si x={a,b,c} y T={8,x, {3}, {bl}, {a,bl}} entonces
{a,b} es denso en X ya que este conjunto intersecta a cu'alqui;:r
elemento de T diferente del vacio.

§.- Si {(X,T) es un espacios indiscreto, entonces es
claro que para cualquier xe X, {x} es un conjunto denso en X. Si
por el contrarlio (X,T) es discreto, entonces el Gnico subconjunto
denso de X es- é1 mismo, yaque si E€ X y E#X entonces para cualquier
x e X-E, {x} es abierto y {x}n E=P; es decir, £ no es denso en X.

6.- Sea X un conjun‘to infinito, y consideremos en &1 la
topologia cofinita. Es decir: T={#,Xx}u{Ec X:X-E es un conjunto
finito}. En este espacio. cualauier subconiunto D infinito es
denso ya que si A€ X abierto y AnD=P entonces D& X-A; es decir,
D serfa finito, lo que no es posible.

. 1.3 - Teorema: Sea {(X,T) un espacio topoldgico y DS X.
D es denso en X si y solo si c(D)=X,

Demostracidén: Supongamos que D es denso en X y sea xe X ™
cualquiera. éti)%lc‘(’(x), entonces existe A abierto tal que x € ARV
Por la definicidén de densidad, resulta que AND#P. Es decir VND#B.
Por lo tanto x es un punto adherente de D:c(D)=X.

Supongamos ahora que c(D)=X y que A es un conjunto abierto en
X diferente del vacio. Sea x&A, A es una vecindad de x y como
xec(D), entonces AND#P. Es decir, todo abierto intersecta a U o

en otras palabras D es denso en X.
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1.4 - Definicidén: Un espacio topolégico (X,T) es separa-

ble si contiene un subconjunto denso numerable.

1.5 - Ejemplos:

1.- De los ejemplos 1, 2, 3 y 6 del 1.3 tenemos que W con
la topologia usual, L7{{0,13) y X con la topologia cofinita son espa-
cios separables. (Recuerde que la reunidn de una coleccidn numerable
de conjuntos numerables es numerable. Vea el Capitulo Preliminar).

2.- Como todo espacio X es denso en si mismo {(c(X)=X),
entonces cualquier espacio numerable es separable.

3.- Del ejemplo 1.3.5 resulta que cualquier espacio indis-
creto es separable y un espacio discreto lo es si y solo si es nume-
rable.

1.6 - Teorema:

(a) Sean X y Y dos espacios topoldgicos y f:X+Y continua
y suprayectiva. Si D& X es denso, entonces f(D) es denso en Y. En
particular, si X es separable, Y lo es.

{(b) Sea DE X denso y ES X abierto en X, entonces EAD es
denso en el subespacio €. Asl cualquier subconjunto abierto de un
espacio separable es separable.

{c) Un subconjunto D de un producto de espac!os‘gxa es

denso, sl es de la formaqﬂba, donde D, es denso para toda a ¢l y por

o
1o tanto si ] es numerable, Xu es separable para toda a si y solo si
‘3xu es separable.
Demostracidn:
(a) Sea AsY abierto. Como f es una funcién continua,
-I . . -
f {(A) es un conjunto abierto en X y por lo tanto f I(A)n 0#f. SI

X est3d en esta interseccidn, entonces f(x)e f(D)nA.
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(b) Sea ASE abierto cualquiera en E. Como E es abierto
en X, entonces A es abierto en X y por lo tanto AND#B. Asi resulta
que DNE es denso en E.

(c) Sea Dj&ba, donde Da es denso en X“ para cada agl ¥y

sea AE.HXG un conjunto abierto de! producto. Del ejercicio 3.2 {c)Cap.i4}
B

resulta que A es de la forma~2Au, donde Au es un conjunto abierto en
Xu para toda a&l. Asi resulta que Aan DG#D para cada a& !l y si
X, € Aun Da entonces el elemento en qu cuya a-ésima cordenada es Xy
pertenece a DN A,

En el caso en que ] es numerable y cada X0 es separable;
entonces.gba es denso y numerable en‘2¥a, donde Du es un subfonjunto
denso numerable en Xu' Por otro lado, sidﬁxa es separable y Dﬁ;&xa
denso y numerable, entonces como cada proyeccidn es continua y supra=
yectiva, del inciso {(a), resulta que pm(D) es denso y naturalmente
numerable en Xa. Es decir Xa es separable para cualquiera que sea a.

1.7 - Ejemplos:

1.- Del Teorema anterior, resulta que anes un conjunto

denso en ((ln. T ), y este espacio es separable.

®*

2.- No todo subconjunto de un espacio-separable es sepa-
rable:

Sea X un conjunto m3s que numerable y Xy un puﬁto fijo en
X. La coleccidn T={g}L{Ec X:ixge E} es una topologia en X y es
claro que el conjunto {xo) es denso en X y por lo tanto X es separa-
ble. Sin embargo, el subespacio X-(xo} es discreto y mids que nume-
rable. De 1.3.5, X-{xo} no es separable. Observe que X‘{xo} no es
abierto en X.

3.~ Si X es un espacio separable, cualquier espacio cé-
ciente de X {(Ver secci6n 4 Cap. 111 y en particular la nota 4.12 de
esa seccidon) es separable ya que en particular es imagen continua

de X.



- 119 -

Seccidén 2. Espacios Primero Numerables y Espacios Segundo Numerables.

En esta seccidon veremos dos clases importantes de espaclos
.
que estan determinadas, como en el caso de los espacios separables,
en funcidn del concepto de numerabilidad.

2.1 - Definicién: 1.- Un espacio topoldgico (X,T) se dice

que es primero numerable si existe una base de vecindades E& numerable
para cada x& X. (Ver definicién k.11 cap. I).

2.- X se dice que es segundo numerable si tiene una base
numerable.

2.2 - Observacién:

1.- En el 4.12(b), haciamos notar que si ‘5 es una base
para un espacio topoldgico (X,T), entonces para cualquier xe&X,
hx-(aefs :x& B} es una base de vecindades de x. De aqui resulta
que si f3 es numerable, entonces cada ﬁx lo es. Es decir, cualquier
espacio segundo numerable es primero numerable.

2.- Sea (X,T) un espacio segundo numerable y fy una base
para T,numerable. Para cada B ) escojamos xBeB. Entonces
D={x8:8i-ﬁ } es un conjunto denso en X, ya que cualquier conjunto
abierto A en X contiene por lo menos un elemento B en & y por lo
tanto x5 € DNnA. Asl resulta &ue cualquier espacio segundo numerable
es separablie.

2.3 - Ejemplos:

1.- Del ejemplo 4.13.1 Cap. | resulta que cualquier espa-
cic métrico es un espacio primero numerable. En particular ﬂ{n(n etN),
con la topologia usual y los espacios Lz(to,ll), L"(go,11) son espa-
cios primero numerable.

» 2.- Sea X cualquier conjunto con la topologfa discreta.

Para cada x¢ X, establezcamos Bx-{{x)}} Entonces B es una base de
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vecindades de x. Asi X es primero numerable (Bx consta de un solo
elemento).

Sabemos que cualquier base para la topologTa'discreta en
X contiene la coleccidn e5={{x}:x e X} (ver 4.6 Cap. !) de tal manera
que un espacio discreto es seaundo numerable si y solo si X es nume-
rable. (En particular fs es una base).

3.- Consideremos ta pareja (X,T), donde X es un conjunto
mas que numerable y T la topologia cofinita. Este no es un espacio
primero numerable:

En efecto si xe X posee una base de vecindades numerables
st' es facil constatar que (x}=£33, por lo tanto
X-{x}=X-0s=L)NX-8). Como cada X—; es un conjinto finito y fy_ es

b&b‘ o, x
una familia numerable, entonces X-{x} es numerable, lo que contra-
dice nuestra hipdtesis: X es mds que numerable. De tal manera que
no podemos encotrar para ningin punto en X una base de vecindades nu-
merable. En particular (X,T) no es primero numerable.

E;i - De las observaciones hechas en 2.2 y del ejemplo
2.3.1, surgen varias preguntas:

- lExistiran espacios primero numerables que no sean
;egundo-numerables7

- tLExistiran espacios separables que no sean segundo
numerables?

- lCualquier espacio métrico es segundo numerable?

La respuesta a la primera de las preguntas es afirmativa.
Por ejemplo, un conjunto X mds que numerable con la topologia dis-
creta es un espacio primero numerable, pero no es segundo numerable.
Vea ejemplo 2.3.2.

La respuesta a la segunda pregunta es también afirmativa.

Veamos un ejemplo:
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En X=R, (o cualquier otro conjunto mas que: numerable), con-
sideremos la topologia cofinita T. Del ejemplo 1.3.6 de la seccién an-
terior, sabemos que X con esta topologfa es un espacio separéble pero
no es segundo numerable, ya que si lo fuera entonces serfa primero nu-
merable {Observacidn 2.2.1),°pero no lo es. (Ejemplo 2.3.3).

La tercera de nuestras preguntas es respondida por el si-
guiente Teorema:

2.5 - Teorema: Un espacio métrico X es segundo numerable
si y solo si es separable.

Demostracién: De 2.2.2 sabemos que si X es segundo numera-
ble, entonces es separable. Nos queda por ver pues que cualquier
espacio métrico separable es segundo numerable.

Sea DS X denso y numerable. Vamos a demostrar que el con-
junto numerable %'{Br(p):pe D,reQ } es una base para X.

Sea AS X abierto y xe A. Como la coleccidon de bolas abier-
tas forma una base para X, existe un real positivo t, que satisface
Bt(x)E-A. Sea s un racional tal que 0¢3sc¢t. Como D es denso en X.
existe un punto pe D NB_(x). Sea B=B, (p). entonces p&B vy ademas
si yeB. d(y,x) & dly,p)+d(p,x)es+2s=3s¢t donde d es la distancia en
X. Esto significa que yeBt(x.)S A. Por lo tanto peBSA y como
Befy queda demostrado que & es una base para la topologia en X.

2.6 - Ejemplo:

Como los espacios mn son métricos y separables, entonces
son segundo numerables: Las bolas abiertas con centro en puntos de
coorder;adas racionales y radio racional, forman una base numerable.

En los .siguientes dos importantes teoremas, se demuestra
que la nocidn de sucesién introducida en el Capftulo Il es bastante

satisfactoria en espacios primero numerables (ver 26 Cap. I1).
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2.7 - Teorema: Si X es primero numerable y E <X, entonces

xoec(E) si y solo si existe una sucesidn {xn}n contenida en E,

en

la cual converge a X,
on

Demostracid 183

:  Su E ' =
pongamos que x,¢ c(E) y sea E"O \Bn’ngp.

una base de vecindades de Xq» numerable. Sea Bl=Bi’ 82=B;AB} y en

general B =AB!. Asi tenemos que i ={B,,...,8 ...} es una base de
Ny i Xg 1 n
vecindades de xg, numerable y Bn?'anﬂ para toda n. Como xoec(E), Ean!‘B para
cada n. Si x € ENB_ entonces es claro que la sucesidn {x } converge a X,.

n n nnem bt 0

Reciprocamente, supongamos que {x_} es una sucesiodn

nnemn
contenida en E y tal que X o Xg. Como cualquier vecindad de xq con-

tiene elementos de {x_}

entonces intersecta a E, es decir
nnem .

xoec(D).
2.8 - Teorema: Sea X un espacio primero .numerable y
f:X =Y una funcidn en donde Y es un espacio topoldgico arbitrario.
f es continua en un punto xOGX si y solo si para cualquier

sucesion {xn}n‘ que converja a x, en X, {f(xn)}nem converge a

»
f(xo) en Y.
Demostracidn: La condicidn es necesaria por el Teorema 2.5
Cap. 1). Supongamos ahora que f no es continua en Xg+ Asi debe exis-
tir un conjunto abierto B conteniendo a f(xo) tal que f{A) O(y-B)¥8
para cualquier copjunto abierto A que contenga a xqg- Como X es pri-

mero numerable, podemos considerar una base de vecindades de Xg, OU-

merable {B 1}

nnem Y decreciente (como se hizo en la demostracibn del

Teorema anterior). Asi B,2B,2. . . Para cada n, f(Bn)n(Y-B)#E.
Sea ynef(Bn)f\ (v-8). Como Y, € f(Bn). existe x e B tal que f(xn)-yn.

Resulta que xn-vxo ya que {B es una base de vecindades de x

}
nnem

decreciente. Sin embargo, la sucesidn {f(x")}n&‘N no converge a

f(xo) ya que f(xn)g Y-B para toda n.
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2.9 - El espacio cociente de un espacio ségundo numerable
o primer6 numerable no hereda necesariamente estas propiedades. Vea-
mos un ejemplo:

Sea J  una copia del intervalo {0,1] con su topologfa usual
(es decir, su topologia relativa con respecto a la recta. Ver Ejemplo
2.4 Cap. 111) y sea X el espacio suma‘&%Jn de los espacios ajenos J .
(vea ejemplo 1.11.2 y figura 10).. Como cada Jn es segundo numerable
(y por lo tanto primero numerable) si En es una base numerable de
Jn,ﬁ-Uﬁn es una base numerable en X, por lo tanto X es segundo nume=
rable (y primero numerable).

sea I el espacio cociente de X que se obtiene al identificar

los puntos extremos fzquierdos de cada J_. {ver figura 19). Este es-

pacio ya no es primero numerabhle (y por lo tanto va no es segundo nume-

rable). Veamos porqué: Sea Py la clase de equivalencia de todos los

puntos extremos fzquierdos y sea ﬁp = {8 prrees Bn....} una coleccidm
-]
numerable de abiertos conteniendo a Po- Vamos a demostrar que

no puede ser una base de vecindades de Py Para esto constuiremos un
abierto que contenga a P, Y que no contenga a ninguno de los elemen-

tos de FSP.

o
Si p:X=+Z es la proyeccién natural, para cada Bi 3 fsp , te-
o

nemos que p_'(Bi)f\Jn es un conjunto abierto en {0,1]) que contiene a
0 para tod} n. En particular p‘l(Bi)f\Ji. Sea Ai una vecindad del 0
tal que 0&A;€p '(BINJ, v PR T U N W

El conjunto &ﬂﬁi es abierto en X y p(&&ﬁi) es un conjunto

abierto en I que contiene a Por Sin embargo no exlste ningin ele-

mento de B  contenido en p(\JA,), ya que si
L pragy}

. B -1 _
BaS P(UAi)‘N? I(Bn)g‘\;.)‘l\lap (Bn)angAn, lo que es una contra-

diccién. Esto muestra, pues, que no existe ninguna base local de ve~

<12k -

cindades del punto Po en 2; es decir, Z no es primero numeratle y

por ende no es segu.acdo numerable.

. .
] -
. .
~ . v P .
. P

P

Figur3 19

La demostracidn del Gltimo Teorema de esta Seccidn, se deja
al lector,

2.10 - Teorema:

a) La imagen continua y abierta de un espacio segundo nu-
merable es segundo numerable.

b) La imagen continua y abierta de un espacio primero nu-
merable es primero numerable. .

c¢) Cualquier subespacio de un espacio primero numerable es
primero numerable.

d) Todo subespacio de un segundo numerable es segundo nume-
rable y de aqui, separable.

e) El espacio broducto de una familia numerable de espacios
no vacios es segundo numerable si y solo si cada espacio factor es se-
gundo numerable.

2.11 - Definicidn:

Sea P una propledad aplicable a espacios topoldgicos.
(a) Se dice que P es una propiedad hereditaria si cada vez
que un espacio X satisface P, entonces cualquier subespacio de X la

satisface también.
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{b) Se dice que P es una propiedad topolééica si cada vez
que un esﬁacio X satisface P entonces cualquier espacio homeomorfo &
X satisface P.

En particular, sl P es una propiedad tal que si X posee}P
entonces cualquier imagen continua de X satisface P,, entonces P es
uyna propiedad topolégica.

Asl resulta que primero numerable, segundo numerable y sepa-

rable son propiedades topoldgicas y solo las dos primeras son propie~

dades hereditarias.
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Seccidn 3. - Espacios To, T,, T2'

3.1 - Definicion: Un espacio topoldgico (X,T) serd 1lamado

TO si dados dos puntos distintos cualesquiera x, y &€X, existe A¢eT
tal gue A contiene a3 uno de ellos pero no al otro.

3.2 - Ejemplos:

1.- Sea (WN,T) como en el ejercicio 1.3 del Cap. {; es
decir, T={g, N}V {{1,2,...,n}, nem }. Este espacio es Ty va que si
nys nzem y digamos que "1‘"2; {l,2,...,n]} es un abierto que con-

tiene a n, pero no a n,-

1
2.- Es facil ver que cualquier espacio indiscreto con mis
de un punto no es un espacio T,- '

3.- Subespacio y producto de espacios 1.‘0 son espacios To.
Veriffquelo. (Ver ejercicio 3.1).

3.3 - Teorema: Un espacio topoldgico (X,T) es Ty si vy solo
si las cerraduras de puntos disfintos, son distintas.

Demostracion: Sean x,y puntos distintos de X y supongamos
que c{{x})¥c({y}). Entonces digamos, existe tec{{x}) tal que
t{-_c({y}). Esto impiica que x¢cl({y}), pues si xec({y}), c({x}€
< cl{c{{y})=c({y}), de donde te c{{y)}), en contradiccidn con lo su-
puesto. En consecuencia xgc({y}) vy asi X-c({y}) es un abierto que
contiene a x pero no a y. Por otra parte, supongamos que (X,T) es
un espacio T,, Y sean x y y puntos distintos de X. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que existe AeT tal que xegA vy y%A.
Entonces ye& X-A y c{{y}) S X-A. En consecuencia x*c({y}); es decir,
c({x})¥c({y}), y el Teorema esti demostrado.

3.4 - Definicidn: Un espacio topolégico (X,T) se llama T.‘

si dados dos puntos distintos cualesquiera x,y& X existen dos abiertos

Ayr A, tales que x€ A Ay Yy YE A A, (Ver figura 20).
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Figura 20

3.5 - Observacion:

I.- De la definicidn 3.4 es inmediato que todo espacio

T, es To. Ademas es facil probar que la propiedad de ser T' es una

propiedad hereditaria y una propiedad topolégica. (Ver ejerciclo 3.4).

2.~ No todo espacio To es un espacio T‘. E! espacio del
ejemplo 3.2.1 es un espacio TO pero no es TI ya que si nLy nzsnd
distintos y si ni< Ny, entonces cualquier abierto que contiene a n

2

contiene también a n,.

3.6 - Ejemplo:

Sea X cualquier conjunto con mids de un punto, con la topo-

logfa cqfinita. Si x y y son dos puntos cualesquiera de X, entonces
Al-x-{x‘} y Az-X-{y} son dos abiertos tales que xeh,, xf_Aj, veh,
y y*;Az- E? decir X con la topologfa cofinita es un espacio Tl'
posible también obtener una caracterizacidon sencilla de los espacios
Ty

3.7 - Teorema: Un espacio {(X,T) es T, si y solo si cual~-

quier subconjunto de X formado por un elemento, es cerrado.

Demostracién: Sean x,y dos puntos distintos de X y supon-
gamos de acuerdo a la hipdtesis del Teorema que {x} y {y} son ambos
~

cerrados. Entonces X-{x} es un abierto conteniendo a y y no a x y
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X-{y} es un abierto que contiene a x y no a8 y. Esto muestra que X es
Ty

Reciprocamente, sea (X,T) un espacio T] Yy Xx& X cualquiera.
Probaremos que X-{x} es abierto. Sea ye X-{x}. Como x¥y, existe un
abierto Ay tal que yeAy Yy x#_—Ay. Luego y&AyC_ X-{x}. En consecuen-
cia podemos escribir X-{x}=\UA_y por lo tanto X-{x} es abierto pues

b0.3:
es unién de conjuntos abiertos. El Teorema estd demostrado. (

ver

también ejercicio 3.5).

3.8 - Corolario: Todo subconjunto finito de un espacio

T es cerrado.

11
3.9 - Corolario: (X,T) es TI si y solo si T contiene a la

topologia cofinita en X.

Es hasta ahora, al introducir el concepto de espacio T‘, que
empezamos a recuperar algunas de las propiedades familiares de R.
Por ejemplo:

3.10 - Teorema: Sea (X,T) un espacio T]. x e X es un punto
Iimite de E£X si y solo si todo abierto conteniendo a x contiene wuna
infinidad de puntos de E.

Demostracion: Sea (X,T) un espacio T,, y x punto limite de
gEeX. Supongamos que A es abierto tal que; xeA Yy AnE={x‘.....xn}.
Entonces, dado x; € ANE, existe G, abierto tal que xeG; Yy xiéci.

e=N6

ih A es un abierto y claramente x €G pero & NE=@, luego x no es
g

punto 1imite de E, contra lo supuesto. En conseacuencia, cualquier
abierto conteniendo a x, deberd contener una infinidad de puntos de E.
El reciproco es obviamente cierto.

3.11 - Corolario: En un espacio T,. un conjunto finito

no posee puntos limites.
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.3.12 - pefinicién: Un espacio topoldgico (X,T) es llamado

TZ o espacio de Hausdorff si satisface: Dados dos puntos distintos
cualesquiera x, y € X, existen AI' AzeT tales que xeA',yeAz y
A]nAz-l.

3.13 - Ejemplos:

1.- Cualquier espacio T2 es un espacio Tl y To.

2.- Cualquier espacio métrico es un espacio Tz: Si x vy
y son dos puntos diferentes del espacio métrico (x,d) y dix,y)=r,
entonces Brlz(x) y Br/Z(Y) son dos abiertos ajenos; el primero con-
teniendo a x y el segundo a y. En particular, los espacios nz",
L2([0,l]), L7(0,1]) son espacios T,. (ver figura 21).

3.- Cualquier espacio discreto X es Tz, ya que si X,y son
dos puntos diferentes en X, entonces (x}. {y} son dos abiertos con
las propiedades requeridas.

L.- Sea X infinito con la topologia cofinita T. Si A,BeT
entonces ANBFP ya que si ANB=P P A< X-B es decir A finito, lo que
no es posible. Por lo tanto X no es un espacio Tz. Sin embargo, es
un espacio T1 como mostramos en el ejercicio 3.5.1. Naturalmente, sl
X es finito, entonces X con la topologia cofinita es un espacio dis-
creto y por lo tanto Tz.

£1 comportamiento de la convergencia de sucesiones en es-
pacios Hausdorff es sumamente satisfactoria. Es similar al de las
sucesiones en TR con la topologia usual: Dada una sucesidn conver-

gente, ésta converge a_un solo punto. En espaclos no Hausdorff esto

no necesariamente sucede. Veamos un ejemplo de un espacio en el cual
cualquier sucesidén converge a todos y cada uno de sus puntos.
sea (MN,T) el espacio definido en el ejercicio 1.4 del Cap.

t. Los conjuntos abiertos no vacios en N son de 1a forma

{n.n+1,n+2,...}. Es claro que cvalquier pareja de estos conjuntos se
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intersecta y por lo tanto, el espacio no es Tz. Si {xn}n es una su-

cesion en N y noetu cualquiera, entonces todo abierto que contenga
a ng contiene a toda la sucesidn con excepcidén quizas de un nimero
finito de puntos; es decir, n, es punto limite de {xn)n. Como n, es

arbitrario, hemos mostrado lo que gquerfamos.

(b)

ta)

En (b) las franjas sombreadas significan las vecindades
ajenas que separan a fyag. Es claro que la grafica
de una funcidn que se encuentre totalmgnte contenida en

una de estas franjas, no estara contenida en la otra.

Figura Z4.
3.14 - Teorema: Sea (X,T) un espacio T,. Si {xn}nehé

es una sucesidén convergente en X, entonces converge a un limite Cnico.
Demostracidn: Sea {x_} una sucesidén convergente en
—_—— n Nem

(X,T) espacio T,, y supongamos que X e X ¥ X, —= y., x¥y. Como X es

Tz existen dos abiertos ajenos A].AZG.T tales que x&A,, ye-Az. Por

otro Iado,por ser {xn} convergente a x y a vy, existen NI,Nzgru

nem
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tales que 'si n>N, x eh, v si nzN,, x eh,. Sinz max(N],NZK =
X, ¢ All\A2 lo que contradice nuestra suposicidn anterior, A,{\Azsﬂ.

En consecuencia {xn)n converge a un limite Gnico. ©O

En nuestro siguiente resultado, respondemos algunas de las
preguntas naturales acerca de subespacios, espacios cocientes y produc-
to de espacios T}. En este caso desarrollaremos las demostraciones
que pueden servir de guias para que el lector resuelva los ejercicios
andlogos concernientes a espacios To Y TI'

3.15 - Teorema:

(a) Tz es una propiedad hereditaria.

{b}) Un producto no vacio de espacios es Tz si y solo si
cada factor es Tz.

Demostracidn:

(a) Sea X Tz y E<X. Sean x,yeE diferentes. Existen
AI’AZ abiertos en X y ajenos tales que x eAl, Y eAz. Asi resulta

que A _NE, Aan son abiertos ajenos tales que x¢A

1
es decir E es T,. (Alﬂ E, A,NE abiertos en E).

lﬁ E, ve Azﬂ €,

(b) Supongamos que {Xu} es una familia de espacios

aecl
Tz. y sean x,y enxu dos puntos distintos. Como son diferentes, en-
tonces existe un fndice B tal que la B-ésima coordinada de x, xg €s
diferente a la B8-8sima coordenada de Ys¥g- Como XB es Tz existen
AI’AZ dos aBiertos en XB ajenos tales que xBe-A], VBE’AZ' Resulta
entonces que X ¢ pél(Al), Y& p;’(Az) y pél(Aj)f\p;‘(Az)-ﬂ. (Natural-
mente estos conjuntos son abiertos en el producto).

Reciprocamente, si HXu es un espacio Tz no vacio y elija-
mos un punto fijo a,€ Xa para cada a. El subespacio Yu={xe nxa:
:xs-'as si B¥a, vy x & XG} es T, por el inciso (1) ¥y es home;morfo a

Xu (Ver ejercicio 3.4 Cap. 1i1), y por lo tanto )((x es TZ' para

cada a. (Ver.ejercicio 3.9 de éste capftulo).
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3.16 -

(a) Como MR es un espacio Hausdorff, entonces del Teorema
3.14 resulta que el espacio producto ﬂfo’I] es un espacio T}. (ver
ejercicio 4.9 Cap. | vy 3.3.3 Cap. 111). En la figura 21 se nuestran
dos elementos en este espacio y dos vecindades que los separan.

{b) Cconsideremos en C[0,1] la topologfa definida en el
ejemplo 4.4.2 Cap. 1. Como ¢([0,1])) con esta topologia es subespacio

de W&O,l]. entonces es también un espacio Tz. (Ver Figura 22).

3.17 - Observacidn:

1.- La imagen continua de un espacio Tz no es necesariamente TZ‘ Cual-~
quier funcidn sobre de un Tz en un espacio indiscreto con mis de un
punto es un ejemplo de ello. En el caso en que {0,1} tiene la topo-
logia indiscreta y f:R-+>{0,1} dada por

0 si X€eQL
f{x)=
. 1 si xe R- @
resulta que f es continua y abierta pero {0,1} no es Tz.

2.- TR con la topologfa usual es un espacio T:- Sea
la particién en IR dada por D ={® ,R-Q}. La topologia Tgen D
(Ver 4.5 Cap. 111) es la topologfa indiscreta, de tal manera que el
espacio cociente (Z),T:}) es un espacio indiscreto con mas de un
punto, y por lo tanto no es TO‘

De aquf resulta que los espacios cocientes de cualquier

espacio TO' T] [ Tz no son hecesariamente Tb' T‘ [ T}.
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Seccidn 4.- Espacios Regulares; Espacios Normales y Espacios

Completamente Regulares.

En la seccidn anterior, vimos espacios topolbgicos que
satisfacian axiomas que nos garantizaban poder separar puntos de
puntos. En esta seccidén veremos axiomas de separacidn mids fuertes.
Estos axiomas son extension's naturales de los primeros. Sopn espa-
cios que poseen tal nimero y disposicidn de sus conjuntos abiertos
que podemos, en ellos, separar puntos de conjuntos cerrados o con-

juntos cerrados de conjuntos cerrados.

k.1 - Definicidn: Un espacio topolfgico X es reqular o

T

3 si satisface:
(a) X es un espacio T,.
(b) Para cualauier FE€X cerrado y cualquier xe X-F,
existen dos conjuntos abiertos Al' A2 ajenos. tales que FE€A, .,

i
"‘AZ’

0.1}

En esta figura. se muestran dos elementos f.ge R Los segmentos
verticales que cortan a cada una de ellas sobre el punto X, nos determinan ve-
cindades V., V2 aienas conteniendo a f v g respectivamente: Ca gréfica de
cualquier }uncuén que cruce alguno de estos segmentos no pasard por el otro.

Figura 22.
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4.2 - Ejemplos:

1. Como cualquier espacios regular, X es Tl' entonces cual-
quler conjunto formado por un solo punto es un conjunto cerrado en X,
de tal manera que todo espacio T3 es Tz. Sin embargo, no todo espacio
Hausdorff es Regular: Sea X el conjunto de los nimeros reales con la
topologia T que tiene como sub-base a Jos intervalos abiertos y al con-
junto @ de los nimeros racionales. Es de;:ir, una base para T son io0s
intervalos abiertos y los conjuntos de la forma (a,b)NQ, a,b&t\ .
En particular, la topologia usual Tg esta contenida en T y por lo
tanto (X,T) es un espacio Hausdorff. (Ver ejercicio 3.8) Sin enmbargo
este espacio no es regular ya que X- @ es un conjunto cerrado que no
es posible separar por medio de dos abiertos ajenos del pun.to o: (EV
Gnico abierto que contiene a X-Q es todo el espacio X).

2. (R’Tll.) es un espacio regular: Sabemos que éste es un
espacio T‘. Consideremos FSW un conjunto cerrado y xef® -F. R -F
es unidn de intervalos abiertos; asi existen dos reales a,b tales que
xe (a,b) € R-F . Sea nem tal que xe (x-1/n,x+1/m€(a,b). Asi tene-os
que x & {x- 1/2n,x+1/2n)€ [ x-1/2n,x+1/2n] €(a,b)S W -F. Ahora resuita
que (x-1/2n,x+1/2n) vy ll\-[x-l/Zn,xH/Zn] son dos abiertos ajenos que
separar.\ ax y acF.

3. De los dos ejemplos anteriores, vemos entonces que si

T, v T, son dos topologias en X y T‘gTz, (X,T') regular no irplica

2
necesariamente (X.Tz) reqular. Por otro lado. si (X.TZ) es reqular.
(X.T]) tampoco es necesariamente regular. Por ejemplo si Tl es la to- -
pologfa cofinita en My T, la topologia usual. (Ver ejercicio 4.2.(c3)
4. Cualquier espacio métrico es un espacio regular: Sea

(X,d) un espacio métrico, FEX cerrado y xeX-F. Como X-f es un con-

junto abierto, entonces existe ry 0 tal que la bola Br(x) no inter-
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secta a F\. De tal manera que xeBrlz(x)E c(Brlz(x))_Br(x) entonces

FehAxeh, Y A0 A8 si A,=Br/2(x) y A2=X-c(8r/2(x)). Como A, vy A,
son abiertos y X es un espacio T1, entonces, X es regular.

4.3 - Teorema: Un espaciv %, TI,es regular si y solo si
dado cualquier abierto A en Xy xe& A, existe un abierto B tal que
xeBec(B)sA

pemostracién: $i X es regular y xeA, donde A es abierto,
entonces X-A es un subconjunto cerrado que no contiene a x. Como X
es regular, existen dos abiertos A], A2 ajenos, tales que xe A1,X-A9A2.
Asi tenemos gque X-AzsA es un conjunto cerrado. Como A‘g X-A2 (ya que
AN Azaﬂ), entonces c(A‘)s X-Az. Tomando B=A, se obtiene lo que se
queria.

sea X un espacio Tl y FeX cerrado no conteniendo al punto
x&X. X-F es un abierto que contiene a x de tal manera gque por nues -
tra hipdtes/s, existe BEX abierto, tal que xec(B)eX-F. Resulta en-
tonces que By Xx-c{B) son dos abiertos ajenos, tales que xeB ¥y
Fe X-&(B); es decir, X es regular. (Observe que en 10s ejemplos
4,2.2 y 4.2.4 para demo;trar la regularidad, se utilizé esta técnica).

4.4 - Ejemplo: Sea X el subconjunto de |R2de todas ltas pa-
rejas de reales (x.yi, tales que y2 0. En X consideremos la topologia
T definida como sigue: Para cualquier punto 3=(x,y) con y> 0, una
base de vec}ndades es la coleccion de bolas abiertas centradas en 2
contenidas en X. Para cada punto de la forma {x,0), una base de vecin-
dades es la coleccidn de discos abiertos tangentes a (x,0), incluyendo
en cada uno de estos discos el punto (x,0). (Verbfigura 23). (Se
puede verificar a partir de los Teoremas 4.14 y 4.15 del capitulo |,

que T es en efecto una topoiogfa en X).

-]36-

ATIN
Uil

Qtfl)

Figura 23

Este espacio es 1lamado el Plano de Moore © Espacio de
Nieminski y es un espacio regular:

En efecto, es facil probar que (X,T) es un espacio T].
Ahora sea 2=(x,y) un punto en X y A un abierto conteniendo a z. Si
y >0, entonces existe €0 tal que B (Z)g A de tal manera que

(2)ec(s (2)) = Bc('z) EA.

ze8e)2 /2
Si y=0 entonces existe ¢>0 tal que 8B ({x,e))u {{x,0)} = A.
De la misma manera es facil ver que:

c(Bg,,((x,€/2)) 2 B, ((x,£))U {x,0} y por lo tanto
Te 35,2(()(,‘/2))&){2}Ec(Bilz(x,!‘;/Z))sA.

Del Teorema 4.3 tenemos entonces que el Plano de Moore es un espacio
regular.

Es facil demostrar que cualquier subespacio de un espacio
regultar, es también un espacio regular y lo dejamos como ejercicio:
gjercicio h.5.

L.5 - Teorema: La propiedad de regularidad es una propie-

dad topolégica.
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_Demostracidn: Sea X un espacio regular y h:X-+»Y un homeo-
morfismo. Si FeY es cerrado en Y y yeY-F, existe x&X tal que h{x)=y
y x‘.h-‘(f). Ademas por la continuidad de h, h-l(f) es un conjunto
cerrado en X. fComo X es regular, entonces existen abiertos ajenos A‘.
A, tales gue x ‘A‘, h-‘(F)g Az y por lo tanto h(Al)’ h(Az) son dos con-
juntos abiertos que satisfacen y eh(A‘), F'sh(Az) Y h(AI)r\h(A2)=D.

4.6 - Observacién: Los ejemplos dados en la Observacidn

3.17 nos muestran que la Imagen continua y abierta de un espacio regu-
tar y el cociente de un espacio regular, no son necesariamente espacios
regulares. En estos casos, el espacio imagen (el espacio cociente) es
un espacio indiscreto de dos puntos. €Este espacio no es Tl’ pero no
contradice el axioma de separacién (b) de la definicién 4.1. Nos pre-
guntamos si las imdgenes continuas y abiertas o los espacios cocientes
de espacios requlares satlsfacen este axioma.

Ccnsideremos en "12 el subespacio
A={(x,0):xe R}U{(x,1):xem } y sea Y el espacio particién (D,7,)
donde los elementos en & son {(x,0),(x,1)} para toda x#0, {(0,0)} vy
((0,1)}. Del ejercicio 3.6 resulta que P es T, vy por lo tanto
{{(0,0)})} es cerrado, pero no existen dos abiertos en ® que separen
a {{(0,0)}} del punto {(0,1)} y por lo tanto (J),tp) no es regular. A
La proyeccidén natural p:X-d es continua. Se deja al lector gue ve-
rifique qu; es también una funcidn abierta.

4,7 -~ Teorema: Sea {Xu)“ el una familia de espacios topo-
l1égicos (no vacios). El espacio producto I[Xu es regular si y solo si
cada uno de sus factores lo es.

penostracidn: Si qu es regular, entonces para cualquierda,

Xq es homeomorfo 3 un subespacio de HXa (Ver problema 3.4 Cap. 1I11).
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De lo dicho anteriormente resulta entonces que X0 es regular para

cualquier a. (Ver también el ejercicio 3.4 (c) de este capituio).
Supongamos ahora que para cada a, Xa es regular. Sea

x eﬂxa y A un conjunto abierto en nxu conteniendo a x. Existe un

elemento basico 8'=p;‘(ﬁ)n ...r\p;1(An) tal que xe BS A, y cada A
i n

es un conjunto abierto en xai conteniendo a la ﬁ-ésima coordenada

de XoX o para i=1,...,n. Como Xa es regular cualquiera sea a,
del Teorema 4.3, sabemos que existe un abierto Bi en xai para cada

i=t,...,n, tal que xuie‘BiE c(Bi)s A,

Tenemos entonces que p;:(clal))n .o N p;:(c(sn)) es un conjunto

cerrado en [[Xq conteniendo al abiertoc s-p;:(a‘)n 'Y p;l(sn) y con~
tenido en A.

Por lo tanto
xt—Bsc(B)SP;:(C(B‘))f\ ...N p;;(c(ﬂn))s A. Es decir, IX_  es un
espacio regular.

Un axioma de separacidén mis fuerte que aquel de regularicad

es el siguiente.

4.8 - Definicidn: Un espacio topoldgico (X,T) es normal o

Th si
{a) (X,T) es un espacio T,.

(b) Dados Fy vy F2 dos conjuntos cerrados ajenos en X, exis-
ten dos abiertos ajenos A‘, A2 tales que F‘E A‘, FzggAz.

Como en espacios T|, sualquier conjunto formado por un scio

punto es cerrado, resulta que todo espacio normal es regular, y ciaro,

es tamblén Hausdorff.
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4.9 - Ejemplos:

‘ 1.- Cualquier espacios métrico es un espacio normal:

Sea (X,d) un espacio métrico y FI,F2 dos cerrados ajenos
en X. Para cada xeF‘ sea 6x> 0 tal que BGK(X) no intersecta a F2 Yy

para cada vyeF, , sea E_> 0 tal que B {(yJnF,=8. Los conjuntos
2 Y EY 1
a3 Y R U"e 730

ie¥,

son abiertos y ajenos ya que si Z&A, n A entonces Z € 86 /3(x) para

alguna xe&F, vy zesc’n(y) para alguna yeF,; es decir, d(z,x)l.ch/3

y dly,z) e eyy3°
Asi d(x,y).‘;d(z,x)-bd(y,z) <6x/3+sy/3<max{6x,ey}. Pero esto significa
que yeBéx(x) o xeBey(y). lo que es imposible. Por lo tanto A1nA2-G
y Fue Ay, Fe Ay, es decir (X,d) es un espacio normal.
2.- E1 Piano de Moore (Ver ejemplo 4.4) es un espacio re-
gular pero no es un espacio normal.

tn efecto r‘-{(x,o):x e}, F2={(x,0):x<-n\-03 son conjuntos
cerrados en el Plano de Moore. (Verifiquelo). Sin embargo, no existen
abiertos ajenos Al' A2 que contengan a F‘, Fz respectivamente.

Otra caracterizacidn de normalidad es dado en el Teorema si-

guiente, el cual es andlogo, para el caso de regularidad al Teorema 4.3,

4L.10 - Teorema: Un espacio topolgocio X, T‘, es normal si y
solo si para cualquier conjunto cerrado F y cualquier abierto A que lo
contenga, existe un conjunto abierto B tal que

Fescc(B)EA
pempstracidn: Dejamos-esta demostracidon como ejercicio. Vea la demos -
tracién del Teorema 4.3. o

Hemos mostrado hasta aquf que todos los axiomas.que hemos

visto (‘;‘O,T',TZ,T}) tienen un 'buen comportamiento'. cuando se trata de

subespacios y de productos. Es decir, cualquier subespacio de un es-
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pacio ’l‘i con i=0,1,2,3, es Ti’ y el producto de espacios Ti {i=0,1,2,3
es tambien un espacio Ti' En el caso de los espacios normaies, estis
resultados ya no se tienen.

4.11 - Teorema:

(a) Si {X,T) es un espacio normal y fs X es cerrado, entonces
F con la topologia relativa es un espacio normal.

(b) La propiedad de normalidad es una propiedad topoldgica.

Demostracion:

(a) Si F&X es cerrado y F,,F < F cerrados en F, entonces
son tambien cerrados en X y de la normalidad de X poderos separar 3
F. v F2 por dos abiertos ajenos Al' AZ. Es decir, Aln Azsﬂ, F i

1

FZC_A2 Entonces FnA‘, FO A

ranaF] sz en F.

2 son dos abiertos en F ajenos gue sepa-
(b) Sea f:X-»Y un homeomorfismo. Como T, es una propiedad
topoldgica, entonces Y es 'I‘]. Consideremos en Y un conjunto cerraco
F y un conjunto abierto A conteniendo a F. Como f es una funcidn con-
tinua entonces f-l(F) es un conjunto cerrado en X contenido ern el
abierto f-‘(A). Como X es normal, existe B<=X abierto tal que
¢ M(hesec(slef ' (A)
por lo tanto FE f(B)eflc(B))e A. Como f es un homeonorfismo f{2)
abierto vy f(c(B) es cerrado, por lo tanto F€ f(B)=c(f(B))E A. Es
decir, Y es normal.

4,12 - Ejemplos:

1.- Existen, naturalmente, espacios normales cuyo procucte
es aun un espacio normal. Por ejemplo N es normal Yy Rn o es tar-
bien para cualquier n.

La 17inea de Sorgenfrey (x,7T), (x=R ¥y T la topotogia generada
por la coleccidn de intervalos de la forma [x,y), x,ye R}, es un es~
pacio normal. En el Corolario 4.7 del capitulo V se demuestra esta

afirmacién.
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Sin embargo, el producto XxX no es un espaclo normal. En
la figura 24 se muestra un elemento basico en XxX y en la figura 25
se muestra cémo cualquier subconjunto de la diagonal A={(x,-x):x¢e X}
es un conjunto cerrado en XxX (es decir 8 con la topologia relativa
es un espacio discreto). Resulta que los cerrados ajenos
Fl-((x,-x):xeq }y Fz-{(x,-x):xetl.-Q} no es posible separarlos por

medio de dos abiertos ajenos ({16} Pag. 108; [13] Pag. 100).

\§\§ Stp.e)

+

xrpe
~

»
¢ (b)

€n (3) se muestra un elemento bisico de X y en (b) un elemento bisico en XxX. Por
s(P,) denotamos al cuadrado con vértice inferior izquierdo en p y lado igual a €.
Cbserve que el lado superior y el lado derecho estan excluidos.

Figura 24.

2.- No todo subespacio de un espacio normal es normal. Detl
ejemplo 4.13.2 de esta misma seccidon y del Teorema 5.7 de la seccidn
siquiente, resulta que el Plano de Moore es homeomorfo a un subespa-
cio Y del espacio producto [0,!]", para algun conjunto M. Del Teorema
2.1 y del Corotario 1.11 del capitulo 5, sabemos que [0,1]H es un'espa-
cio Normal, sin embargo Y no lo es.

Ahora trataremos un Gltimo axioma de separabilidad, intermedio
entre regularidad y normalidad. Esta nueva clase de espacios, que lla-
maremos Completamente Regulares, fue introducida par Urysohn en 1925 vy

sus propiedades bisicas fueron estudiadas mas tarde por el matemadtico
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soviético Tychonoff. Esta clase de espacios es de gran importancia
y el Teorema 5.7 de la siguiente seccion, lo muestra.

4.13 - Definicién: Un espacio topolégico {X,T) . es Comple-

tamente Regular si satisface:

(a) (X,T) es un espacio T,.

(b) Para cualquier A€ X cerrado y cualquier x‘»n, existe ura
funcidn continua f:X+P,Jtal que f(x)zo y f(A)={1}.

De la definicidn resu}ta que todo espacio completanehte recu-
lar es regular ya que como f es_continua entonces

f-‘([O,I/Z)) y f-,((l/2,l]) son dos abiertos ajenos Gue sera-

ran a Fy x. El Teorema de Uifysohn que veremos en la siguiente secciin
demuestra que todo espacio normal es un espacio completamente rejuiar.
{(Ver Teorema 5.1). Esta localizacién intermedia de los espacios cor-

pletamente regulares, entre los espacios regulares o T, v los espacios
r

normales o Th’ justifica la tambien muy empleada denominacidn de espa-

ctos T3(y/a1

4,13 - Ejemplos:

1.- Cualquier espacio métrico es completamente regular ya
que estos espacios son normales. (Ejemplo 4.9.1).

2.~ No todo espacio Completamente Regular es HNormal. ‘EI
Plano de Moore no es un espacio normal como hicimos notar en el ejer-
plo 4.9.2. Sin embargo, es un espacio completamente regular. Veamos:

Sea Ze X y F un conjunto cerrado de X donde (X.T) es el
Planode Moore y supongamos que i‘-F. $i %$=(x,y) es tal que y>{, en-
tonces existe un disco Be(i) el cual est3d contenido en X-F. Bc(i} es
también un conjunto abierto en la topologia usual. Ccmo X-Bz(i) es un
conjunto cerrado en la topologfa usual y ésta es completamente regular,

luego existe una funcidn continua f:x—=+00,17 tal que f(2)}=0 y
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f(X-Bg(!))-(I}. considerande a X con la topologia usual. Esta funcién
f sigue siendo continua para la topologfa T y satisface f(Z)=0 y
f(F)={1}.

Si Z es de la forma (x,0), debe existir un disco D tangente
al eje-x en el punto % y el cual no intersecta a F. Si § es el radio
del disco D, definimos f:X—={0,1] de la siguiente manera

1 si (x,y) D U{z]}
Flx,y)=g 0 st (x,y)=2
[(x-b)2+y23/26y si (x,y)eD
f es continua puesto que f-i([O,a)) es el conjunto abierto {i)L)Da,
donde D“ es el disco abierto de radio §a tangente al eje-x en el punto
7y f-,((u,l]) es el conjunto ablerto X-C(DulAdemas fF(Z)=0 y f(F)=1.
De esta manera queda demostrado que el Plano de Moore es completamente

Regular.

b

Para cualquier punto p={x,y) con -x<€y. S(p,e) A A-{p}=f para cualquier. €. Para p={(x,y)
con -xy»y, S{p,e) A= si eg(l/ZX(x-y)2+(y~x)2)'/2,

Figura 25

RLLES

3.- Hewitt en 1946 construyd un ejemplo de un espacio regu-
lar X tal que las dGnicas funciones f:X—» W continuas, son las funciones
constantes. En el caso de los espacios Completamente Regulares con
mds de un punto,siempre podemos garantizar la existencia de Iunciones
reales continuas no constantes como se ve en el siguieats Teosreza.

El ejemplo de Hewitt es pues una muestra de un espacio regu-
lar que no es completamente regular. (L16] Ejemplo 90; C(1%) ejerci-
cio 18 G.; [8]).

4,14 - Teorema: Sea (X,T) un espacio completamente regular

y x,y dos puntos distintos en X. Existe, entonces, una funcidn conti-
nuz f:X-»w tal que f{x)#f(y).

Demostracién: Como X es un espacio T, entonces {x} y iy}
son conjuntos cerrados y por tanto existe una funcién continua real
f, tal que f(x)=0y f{y)=1.

Los resultados con respecto a subespacios e imigenes conti-
nuas de espacios Completamente Regulares, los hemos dejado como ejer-
cicio: Ejercicio 4.6.

Nuestro Gltimo resultado serd pues con respecto al producto

de espacios Completamente Regulares.

4.15 - Teorema: Sea{(xa’Tu))néI

una familia de espacios
no vacios. El espacio producto IIXu es completamente regular si y solo
si para cada ae€l, Xa es completamente regular.

Demostracidén. Supongamos que KXG es completamente regular.
Como cada Xu es homeomorfo a un subespacio de ZXu, entonces Xa es
completamente regular. (Ver ejercicio 4.6 y del Cap. VIl ver el
ejercicio 3.4).

Ahora supongamos que para cada aé&l, XG es completamente re-

gular. Como cada Xu es Tl' entonces nxu lo es.
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Sean xtnxa y F un subconjunto cerrado del producto que no
contiene a x. Existe un abierto bisico B de IIX“ tal que xeB‘_'-,(l'[Xa%F.
Es decir, existe una coleccién finita de indices u,,...,un Yy conjuntos

l{’ ey Ua , abiertos en )(0l ,...,Xa respectivamente, tales que
1 n 1 n
-1
u P -
v remx))-F

xeB-p;‘(““ ) ... b
1 1 n n

Si X, es la ui-ésima coordenada de x. entonces Xy € Uu
i i i

para i=1,....n. Como Xa es completamente regular, entonces existe
i
una funcién continua fi:Xar[o,‘lJtal que fi(xu‘)-l y fi(Xa'- U')-(O}

para i=t,...,n. Sea gznxav[o,ﬂdefinida por

g(y)-m?n(fi(ya‘): i=1,...,n }

Ls funcidn g es el minimo de las funciones continuas fi op , I=t,...,n,

o,
i
y por lo tanto es una funcidn continua. (Ver ejercicio 1.7 Cap. 1i).

Ademis g(x)=min{fi(xa Y:iml,...,n}=1 y si y(—-(Hxa)-F, entonces

Yo.* U, para alguna i=1,...,n, y por lo tanto fi(yui)-o' Asi g(y)=0.
i

Es decir, g((ZXc)‘F)-{O}.

Seccidén 5. Tres Teoremas Importantes: Lema de Urysohn;

Teorema de Tietze; Teorema de Tychonoff.

En esta seccidén mostramos al lector tres teoremas de gran
importancia. Los hemos colocado en una seccidn aparte para remarcar
esta importancia y ademds para que las demostraciones, que no son de

manera alguna triviales, sean mejor analizadas.
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El primero de nuestros teoremas es el llamado Lema de LUrysoan,
que muestra en particular que todo espacio normal es completamente re-
gular.

5.1 - Teorema: (lema de Urysohn)

Si F,l y F2 son dos conjuntos cerrados ajenos en un espacio
normal X, entonces existe una funcidon continua f:X-ﬁ[O,l) tal que
F(F =10} y F(F)=(1).

Demostracion: Sea D el conjunto de los nimeros racionaies
diddicos, es decir, los nimeros de la forma a/2% donde a y.q son nd-
meros naturales.

Vamos a construir una familia de conjuntos abiertos de X
indicada por D:;/-(At:teb} tal que si s,teD con s¢t entonces
C(As)gAt'

Para t>1, At serd todo el espacio X y A1=X-F2. Cormo X es
normatl vy Fl’ F2 son ajenos, existen dos abiertos M y N de X tales que
FiEeM, F2¢_ Ny MON=8. Sea A°=N. Asi tenemos que
c(Ao)é X-N‘-:X-F2=A]. Sea 0<te¢l perteneciendo al conjunto D. t puede
expresarse de manera dnica como t={(2m+1)/2". Construiremos A, Por in-

n=1

duccién sobre n. Sean a=2m/2"sm/2 y B-(2m¢2)/2"-(m+l)/2"". entonces

a(‘t<B y por hipdtesis de induccidn los abiertos l\:x y A, ya construidos,

satisfacen c(Au)gA Por lo tanto C(Au) y X-A_ son dos conjurtos

[ 3
cerrados ajenos en el espacio normal X. ©De tal manera que existen
abiertos V y W en X tales que c(Aa)gV, X-AEC_H. VN W=@g Sea At='-'.

Entonces se tiene que C(Aa)g'Af; c(At)‘.‘- X-we A Esto completa la

ar
construccidn inductiva de la familiagf .
Sea f:X-»[0,1] definida por f(x)=inf{t:xeAt}. Tenermos que

f(A)={0}, f(B)={1}. Nos queda pues por demostrar que f es continua:
Para cada a ¢{0,1], sea La-(te[o.l]:ua} y Ra-:’te £0.1]:tys:.

La coleccidn (La,Ra:a €[0,1)) forma una sub-base de la topologia en 5,11
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De la Observacidn 1.6 Cap. il, es pues suficiente demostrar que
f-l(La) ¥ f-‘(Ra) son abiertos en X para cada aef{0,1].

f'](La)s{x e X:f(x)cal. Como f{x)=inf{t:x eAt} y como el infimo es
menor que a si y solo si algun miembro de {t:x eUt] es menor que a,
el conjunto f-‘(La) consiste de todos los puntos x& X tales que

x& A, para alguna tca. Por lo tanto f-I(La)=L){At:té Dy t¢al. Como
cada At es abierto, entonces f-'(La) lo es.

Para demostrar que f-l(Ra) es abierto, lo que haremos es de-
mostrar la condicidn equivalente f-]([O,IJ-Ra) es cerrado.

Tenemos que f-l([o,ﬂ-Ra)={xe X:f(x) 4 a}l. Como
f(x)-inf(t:xeAt), f(x)4« a si y solo si xeh, para toda t »a. Por lo
tanto f-l([O,IJ-Ra=(\(At:te D y tyal.

Pero resulta que ant:teD y t>a}=ﬂ{c(At)!teD y tyal.

En efecto, sea red tal que rya. Como D es denso en [0,1), existe

s« D tal que a<s<r y por lo tanto c(As)g Ar' Como s»a, tenemos que
f\{c(At):te Dy t)a}Sc(ASIEAr. Como r es arbitrario en D con rya,
entonces n{c(At):teD y t;a}Efn‘([O.l]-Ra). Y puesto que la inclu-
sidn contraria es obvia, entonces obtenemos lo que desedbamos demostrar.

6.2 - Corola[ig: Un espacio X es normal si y solo si para
cualquier par de conjuntos cerrados F1 y Fz, existe una funcidn conti-
nua f:x=[0,1}tal que f(F,)-{t_i} y F(F)=01}.

5.3 - Corolario: Cualquier espacio normal es un espacio

completamente regular

Consideremos ahora el siguiente problema: Sea (X,T) un es-
pacio topoldgico y f:E-»¥ una funcidn continua en donde E es un sub-
espacio de X. (W con la topologia usual). IBajo qué condiciones po-
dremos obtener una funcidn g:X—» g continua tal que g{x)=z=f(x) para
"todo xe E?7 (Esto se expresa diciendo: (Bajo qué condiciones existe

una extensidn continua de f?, A g se le llama extensidon de f).
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En general no es posible encontrar tal extensidén. Por
ejemplo, la funcién £:(0,1] +m  dada por f(x)=sen{1/x) es continua,
pero es imposible encontrar una extensién continua al espacio [0,1]

(ver figura 26).

[ EE U _
!
\ 1
4n
J/"_
— o ——
Figura 26.

El siguiente teorema esta relacionado con la pregunta an-
terior y es una propiedad importante de los espacios normaiesh Fue
demostrado por Urysohn y lleva el nombre de Tietze ya que este Gltimo
lo demostré antes para una clase de espacios mas restringida, los es-
pacios métricos.

5.4 - Teorema: (de Extensidn de Tietze)

Un espacio X es normal si y solo si para cualquier funcidén
continu; f:F—w[a,b), de un subconjunto cerrado f de X en un intervalo
cerrado [a,b), existe una extensién continua de f en todo X. Es de-
cir, existe g:X-»M continua tal que f{x)=9(x) para todo x&F.

Demostracién: Supongamos que X es normal, F&€ X cerrado y
f:F»[-1,1] continua. Tomamos 2 {-1,1] en lugar de (a,b] por conve-
niencia y no altera la demostracién, ya que son homeomorfos. Para
cada entero n, denotaremos por bn al nimero (1/3)'(2/3)n y por a_ al

namero -(1/3)-(2/3)".
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sea h. :F-+0-1,1] =[330,3b0] la funcién definida por

0
ho(x)sf(x) para todo xef. Los conjuntos A, —h ([3ao,a°]) y

Bo'h(;]([bl)'”o]) son cerrados en F y por lo tanto en X. Por el Lema

de Urysohn, existe una funcidon continua gO:X-r[ao,bo'j tal que go(Ao)-(ao}

y gO(Bo)-(b }. Sea h 2F-'[331,3b,] dada por h (x)=ho(x)-g°(x) para
todo xe F. Los conjuntos A, =h (C}al,a{]) y Blsh ((b1,3b1]) son con-
juntos cerradosen F y por lo tanto en X. Por el Lema de Urysohn existe
una funcidn continua gl:X-v[az,b]] tal que g](Al)"{a‘} y gl(B.‘)={b'}-
Sea hzzf-otjaz,Bbz] dado por

hz(x)'hl(x)-gl(x)tho(x)-go(x)-gl(x). Continuamos esta construccién por
induccién. Supongamos qGue para cada k=0,1,...,,n-1, tenemos una funcién
gkzxw[ak,bk];-‘ Definimos h_ :F [ 3a ,3bn] como
hn(x)=h°(x)- Z gk(x) para todo xe&F. Como los conjuntos

l(f}an,an"]) y Bn-h ([b ,3b')) son cerrados en X, el Lema de Urysohn
nos garantiza la existencia de una funcidn gn:X-’[a“,bn] tal que
9, 1A, )= {a }yg (8, )={b_ }. Definimos entonces la funcidn

(X)-h (x)-g, (x)=hg {(x)- i_ gk(x) para todo x€&F.

€l rango de h es!a contenido en efecto en [33n+|’3bn+l-.‘

n+1
L = H
ya que si x(-An, entonces Sanshn(x) a vy gn(x) a , asi que

02 (x)-g (x) 23a -2 =-2(1/3)(2/3) =32,

De manera semejante, si
< =
xeB_, entonces b € hn(x).. 3b_y qn(x) 5 . vy por lo tanto

0 l"hn(x)-gn'(x)ﬁ'abn-bnz}bnﬂ. Si x¢ AV Bn’ entonces a ¢ hn(x)<bn

y a &9, (x)% b de tal manera que 3an”-an-bn< h'_|(x)-g"(x)(bn-an-an,H
y de esta manera terminamos la induccién

Consideremos la serie gi(x)= Z 9, (x) deflnlda en cualquier
punto x¢& X. Como |g (x)léb , ‘Zg (x)l‘ Z ,g ()] £ Zb =1 y por
fo tanto la serie g{x) es absolutamente y umformemente convergente
para todo x € X, pel anidlisis cldsico, resulta que g es una funcidn

continua.
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por otro lado, como Ihn(x)lf 3b_ entonces Ihn(x)ln:'mo. y
ho(x)tg(x) para todo x€F. De la definicién de h es claro que g{x}=F(x:
para toda x€f, es decir, g es una extensidn continua .de f.

Supongamos ahora que X satisface las condiciones del Teorera
y sean Fl' f-'2 dos conjuntos cerrados y ajenos en X y [a.b] cualquier
intervalo cerrado. La funcién t‘:F]\_)F2 -o[a,b] definida como

a si xefF
f(x)={ !
b si xe F2
es continua y por lo tanto tiene una extensidn continua g:X-of_a,‘c].
Del Corolario 5.2 resulta que X es un espacio Normal. {(Recuerde que
{a,b] es homeomorfo a [0,17).

El Gltimo de los teoremas en cuestidn, es una caracterizacién
de espacios completamente regulares. Antes de tratarlo, veremos algu~
nas definiciones y algunos lemas.

Sea X un espacio topoldgico, {Yu)ug—l una familia de espacics
topolégicos vy 3={fu:x-vYa:u¢-I} una familia de funciones. Poderos ce-
finir la funcién f:X—~LY dada por, f{x) es el elemento de F.Ya cuya
a-ésima coordenada es f_(x).

Si cada una de las funciones fa es continua, como fae;\no f,
entonces de 3.2(c) Cap. [11, f es continua.

5.5 - Definiciones:

t.- Decimos que la familia ;distingue puntos si y solo si
para cualquiera dos puntos a,b en X, existe ae! tal gue fa(a)#.‘a(b}'.

2.- Decimos que la familia F distingue puntos de conjuntos
cerrados de X si y solo si para cualguier conjunto cerrado F de X v
cualquier punto x€ X-F, existe ael tal que fa(x)é c(fa(F)).

5.6 - Lema:

(a) Si la familia $ distingue puntos de puntos, entonces

la funcién f es inyectiva.
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(b) Si 1a familia ¥ distingue puntos de cerrados, entonces s
’ punto es un conjunto cerrado de X (X es un espacio Tl)' entonces

para cual_quler abierto A en X, f(A) es un abierto en f(X). tambien distingue puntos de puntos. De tal manera que la funcidn

Demostracion: M .
f:x-»[0,1]" dada por f(x)(e(l-f“(x)..(recuerde que los elementos de

(a) Sean x y y dos puntos distintos en X. Entonces por [0'1]“ son funclones de M en [0'1] ). es un homeomorfismo de X en f(X;.
hipbtesis, existe fce‘f tal que fu(x)#fa(y). De la definicién de la
funcién f, esto implica que f(x)#f(y); es decir, f es inyectiva.
(b) Sea ASX abierto y sea q un punto en f(A). Tomemos
p €A que satisfaga f(p)=q. Tenemos ahora que X-A es un cerrado que
no contiene a p. Por hipdtesis, existe f"ef tal que f"(p) no estd
en c(f.‘(X-A)).
Como Yu-c(f“(X-A)) es un conjunto abierto en
YG.V'p;‘(YQ-C(fu(X'A))ﬂy(- Hva:y(a)j-c(fa(X-A))) es un conjunto abierto
en I”a'
Resulta que q=f(ple VNF(X) < f(A) ¥y VNFf(X) es abierto en
f(x), por lo tanto F{A) es abierto en fF(x).
5.7 - Teorema: (Tychonoff)
Un espacio topoldgico es completamente regular si y solo si
es homeomorfo a un subespacio de un cubo.(Un cubo es cualquier espacio
topoldgico producto,co,l]", donde M es un conjunto).

Demostracidén: &) Supongamos que X es homeomorfo a un subespacio

de [0,1]M. Como [0,1) es con.'lpletamente regular y el producto de es-
pacios con esta propiedad la conserva, entonces [O,I]M es completamente
regular. Ademis es hereditaria y topolégica, por lo tanto, de nuestra
hipbtesis resulta que X es completamente regular.

. %) Supongamos que X es completamente regular. Sea fel con-
junto de funciones reales continuas f":X-P[O,l]y sea M un conjunto que
indique a todos los elementos de ;, es decir, f -{F«:X-P[O,IJ:QGM}.
Como X es completamente regular es facil ver que 'ﬁ-puede distinguir

puntos de conjuntos cerrados y como todo conjunto formado por un solo
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EJERCICIOS - CAPITULO IV

Seccidn 1.

1.3

1.h

1.5

sea X={a,b,c,dly 7={#,x,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}.
iCuiles son los subconjuntos densos de (X,T)?

Demuestre que en un espacio infinito con la topologia co-finita,
cualquier subconjunto infinito es denso.

Sea T={@,M}VU{{1,...,n}:neW}. Demuestre que T es una topo-
logia en™ ; que el conjunto {1} es denso en N para esta to-
pologia, pero que {2n:neM } no lo es.

Demuestre que @ es denso en la linea de Sorgenfrey.

Sea X un conjunto y Tl' T2 dos topologfas en X tales que Tlﬁ TZ'
si D es denso en (X,Tz), entonces lo es en (X'TI)'

Sea DS X denso y ESX. Si E contiene un subconjunto abierto
denso en E, entonces END es denso en E.

Verifique que 1a coleccidon T en el ejemplo 1.7.2 es una topo-
logia en X y que la topologia relativa en X-{xo} es la topolo-

gia discreta.

Seccidn 2.

Demostrar el Teorema 2.9.
Demostrar que si nxa es primero numerable, entonces cada Xu'
1o es.

m . .
Demostrar que R con la topologia producto no es primero
numerable a pesar de que cada uno de sus factores -lo es.
Demuestre que la Linea de Sorgenfrey es un espacio primero

numerable pero no es segundo numerable.

3.5 -

3.7 -

3.9 -
3.10 -

3.1 -
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Demuestre que cualquier subespacio de un espacio To, es To y
que el producto de espacios Tb lo es tambien,

Demuestre que la imagen continua de un espacio TO(TI)I"O ne-
cesariamente es un espacio TO’(TI)'

Demuestre que To es una propiedad topoldgica.

(a) Demostrar que T; es una propiedad topoldgica y dar un
ejemplo de una funcién f:X-Y continua y abierts, con X T
yY¥YnoTy »

(b) Demuestre que T1 es una propiedad hereditaria.

(c) Demuestre que el producto de espacios es un espacio T, si
y solo si cada factor es un espacio T‘.

(Sugerencia: Semejante a la demostracién del! Teorema 3.i57.

Un espacio X es Tl si y solo si para cada xeX, la interseccidn
de los abiertos que lo contienen es igual a {x}..

Demuestre que un espacio cociente X/~ de un espacio X T, es T1

si y solo si cada elemento de X/ es un subconjunto cerrado en X.
Demuestre que el espacio de Sierpinski (ver 5.2.4 Cap. 1) ¥y
cualquier espacio indiscreto con még de un punto, no son espa-
cios TZ'

Sea T‘ y T2 dos topologifas en un conjunto X tales gque T1£ Tz.
Si (X,T1) es Hausdorff, entonces (X,Tz) 1o es.

Demuestre que la propiedad de ser Tz es una propieaad topolégica.
X es un espacio T, si la diagonal A={{x,x):x€ X} es un conjunto
cerrado en el producto XxX.

Sea f una funcidn continua de un espacio X en un espacio Haus-

dorff Y. Demuestre que {(xl,xz):f(xl)ﬁf(xz)) es un conjunto

cerrado en XxX.
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3.13 -

3.14 -

3.15 -

- si f es una funcidn
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continua de un espacio X
en un espacio Hausdorff Y, entonces {(xl,xz):f(xl)=f(xz)} es
un conjunto cerrado en XxX.

Si f:X-»Y es continua, abierta vy suprayectiva, entonces Y es
T, siy solo si ((xt,xz):

cerrado en XxX.

si f,g:X-=+Y son funciones continuas y Y es un espacio Té' en~-

tonces {x:f(x)=g(x)} es un conjunto cerrado en X.

En particular si f:X-»X es continua y X es un espacio Tz, en-~

tonces el conjunto de puntos fijos Ix:f{x)=x} es un conjunto
cerrado en X.

sean f y g dos funciones continuas definidas en un espacio X
y con valores en un espacio Y Hausdorff. Si f y g coinciden
en un subconjunto denso de X, entonces f=g. (Sugerencia:

Utilice el ejercicio anterior).

Seccion b.

4.1 -

4.2 -

Demostrar que cualquier espacio discreto es normal.

Demuestre que los espacios siguientes no satisfacen el axioma
de separacidn dado en la Definicidn 4.1(b) y por lo tanto no
son regulares.

(a) E) espacio definido en 1.3 Cap. |.

(b) E! espacio definido en 1.4 Cap. |.

(c¢) Cualguier conjunto infinito con la topologia cofinita.’
Demuestre que la Linea de Sorgenfrey es un espacio regular.

(Ejer. 1.6 Cap. ).

Demuestre que un espacio Tl es regular si y solo si cada punto

posee una base de vecindades consistente de conjuntos cerrados.

f(x1)=f(x2)} es un subconjunto

4.5

4.6

4.7

4.8

-‘56-

Demuestre que la propiedad de regularidad es una propiedad
hereditaria.

Demuestre que la propiedad de un espacio de ser completamente
regular es una propiedad topolégica y tambien hereditaria.
Demuestre que los espacios cocientes de un espacio completa-
mente regular, no satisfacen necesariamente el axioma de sepa-
racién (b) en la Definicidn 4.13.

Demuestre el Teorema 4.10.
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CAPITULO V
COMPACIDAD

JNTRCDUCCION

En este capitulo, estudiaremos compacidad en espacios topo-
16gicos y algunos otros conceptos cercanos a éste.

£l concepfo de compacidad es una abstraccién de una propie-
dad de gran importancia que poseen algunos subconjuntos de los nimeros
reales. Esta propiedad estd expresada en el Teorema de Heine-Borel:

Sea IR con la topologia usual, FEIR es cerrado y acotado si
v soio si cada vez que se tenga una familia de subconjuntos abiertos en‘
M cuya unidn contiene a F, es posible extraer una subcoleccidén finita
que contiene aun a F.

Esta propiedad de los subconjuntos cerrados y acotados en la
recta real tiene importantes consecuencias. Por ejemplo, dada cual-
quier funcidn real continua f definida sobre un conjunto cerrado y
acotado F de IR, existen a,beF tales que fla)=sup{f(x):xeFl};
f(b)=inf{f(x):xeF}. En particular, f es una funcidn acotada. Ademis
f es uniformemente continua; 'es decir, para cada €>»0, existe un 67.0,
tal que si [x-x'|<& entonces [f(x)-f(x')|<e.

Estas propiedades no se mantienen necesariamente para funcio=-
aes continuas definidas sobre conjuntos ng cerrados o no acotados, coma
es el caso de la funcidn f(x)x!/x;definida en el conjunte (0,1).

La propiedad de los conjuntos cerrados y acotados en R, que
renciona el Teorema de Heine-‘gorel, nos servird para definir los espa-

cios compactos.

.
En la seccid’y, 2 veremos espacios que a pesar de no ser com-

pactos, localmente cisnen un mismo "comportamiento'.
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En la seccidn 3 haremos una breve discusién de espacios
también definidos por medio del concepto de cubiertas abiertas. ¢En
este caso la numerabilidad jugard un papel fundamental .

En la Gltima seccién, hablaremos de una clase de espacios
de gran importancia: Los espacios Paracompactos, que fuercn introdu-~
cidos por el matemdtico francés Dieudonné en 1944, La importancia de
esta clase de espacios radica en que es suficientemente reducida para
poseer propiedades fuertes y ademds contiene a los espacios compactos

y a los espacios métricos (Teorema de Stone).

Seccidén 1. Espacios Compactos.

1.1 - Definicidn:

1.- Sea (X,T) un espacio topoldgico. Una coleccidn ‘s de
subconjuntos de X es una cubierta abierta de X siget y Uic:ceB i=X.

2.- Sea B una cubierta abierta de X. JUna subcubierts & de
£ es una subcoleccidn de B tal que UlC:CeDi=X.

1.2 - Fiemglos:

(1) Para cualquier espacio topoldgico (X,T), £ ={x} es una
cubierta abierta de X.

(2) En (‘Q,Tm). ﬁ1={(-n,n):n en ), gz=’(n,n+ YineZ Y oy

“{le=,1)

,{0,)} son tres cubiertas abiertas diferentes.

(3) Si X es un espscio métrico, entonces la farilia de volas
abiertas es una cubierta abierta para X.

(4) Cuaiquier base o sub-base de un espacio topoligico es
una cubierta abierta.

1.3 - Definicidn:

1.- Un espacio (X,T) es compacto si cualquier cubierta

abierta de X tiene una subcubierta finita.
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2.- Un subconjunto F de un espacio topoldgico X, es com-
pacto, si considerado con la topoiogia relativa, satisface la defini-
cién de compacidad.

1.4 - Ejemplos:

1.- Del Teorema de Heine-Borel, resulta que cualquier con-
junto cerrado y acotado en (R es compacto. Asi todo intervalo cerra-
do {a,b} es compacto.

2.- Del mismo Teorema de Heine-Borel se tiene que cual~
quier subconjunto de R que no sea cerrado o que no sea acotado, no
es compacto. €n particular, cualquier intervalo de la forma (a,b),
{a,b] o [a,b), incluyendo a R, no son compactos.

Veamos como en efecto R no satisface la definicién de com-
pacidad. Para ello es suficiente dar una cubierta abierta de R tal
gue sea imposible extraer de ella una subcubierta finita.

Consideremos la cubierta ];] dada en el ejemplo 1.2.2 y sea
Dggl finito. ? es entonces de la forma {(-n],nl),....(-nk,nk)} de
tal manera que x)(-ni,ni)z(-no,no), donde no=max{n‘,...,nk}. Por lo
tanto & no cubre a IR (En particular no*:(-no,no)).

3.- Sea X un espacio discreto. En este caso l?={{x}:xe X}
es una cubierta abierta de X y es claro que podremos extraer una sub-
cubierta finita st y solo si X es un conjunto finito. Es decir, X
con la topologfa discreta es compacto si y solo si es un conjunto
finito.

h.- Sea X un conjunto, py€& X un punto fijo y T€P(X) dado
por T={gIU (ac X:(i)p ¢A 6 (ii) pyeh y X-A es finitol}.

T es una topologia en X y coincide con la topologia dis-
creta si X es finito.

Consideremos el caso no trivial, X infinito. Si ﬁ es una

cubierta abierta de X, entonces Po pertenece a algun elemento Co de 6 .

- 160 -

Esto implica que X-C, es finito:X-Coa{x‘,...,xn). Para cada x existe
Cieg tal que xieCi y asi {CO'CI""'cn} es una subcubierta finita
de X. Es decir, X es compacto. A este espacio se |e.|lama el espacio
de Fort.

Cada vez que hemos introducido alguna nueva clase de esps-
cios topoldgicos, una de nuestras preocupaciones ha sido investigar si
la propiedad que determina a esa clase es o no hereditaria; si se con-

serva a) considerar productos y si se conserva bajo funciones satisfa-

ciendo alguna propiedad (continuas, continuas y abiertas, homeomorfisros;.

En el caso de la compacidad, los ejemplos 1.4.1 y 1.4.2 nos
muestran que no es una propiedad hereditaria. El intervalo fO,lj es
compacto pero su subespacio (0,1) no lo es. El espacio de fort es com-
pacto, pero su subespacio X-{pO} como es discreto, si I es infinito,
no es compacto.

Sin embargo, se tiene que:

1.5 - Teorema: Cualquier subconjunto cerrado de un espacioc
compacto, es compacto.

Demostracidon: Sea EESX cerrado y & una cubierta abierta de

E. Cada elemento Ccf es de la forma ENA., donde A_ es un conjunto

c
abierto en X. La coleccién {X-E}U(AC:C eB } es una cubierta abierta
de X y como X es compacto, entonces tiene una subcubierta fTinita. Llas
intersecciones con £ de los elementos de esta cubierta finita, forman
una subcubierta finita de b4 para E.

1.6 - Teorema: Sea f:X-Y una funcidén continuz suprayectiva.
SI X es un espacio compacto, entonces Y es compacto.

Demostracién: Sea 1: una cubierta abierta de Y. Como f es

continua, -{f'](c):celf } es una coleccién de conjuntos abiertos de X

que cubre a X. Asi podemos encontrar conjuntos CI,...,Cn tales qgue
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ksl
) f"(c,)sx.
. '

Ahora es facil ver que {C,,...,Cn} es una cublerta de Y.

1.7 - Ejemplo: Si X es compacto, entonces cualquier espa-
cio cociente de X, que es imagen continua de X, es compacto.

La compacidad es una propiedad de suma importancia y fuerza.
En el siguiente Teorema se puede apreciar cdmo los subconjuntos com-
pactos de un espacio topolGgico se ''comportan como puntos''.

1.8 - Teorema:

(a) Sea X un espacio Hausdorff y K],K2 dos subconjuntos
compactos ajenos de X. Entonces existen dos abiertos Ay B en X tales

que ANB=F y K. € A K, =8B,

2

(b} Sea X un espacio regular. Si Fc X cerrado y K& X com-

1
.
pacto son tales que KN fF=§, entonces existen dos abiertos A,B en X que
los separan; es decir, ANB=f, Fg A, K& B,

Demostracidn:

(a) Sea xeK] fijo. Para cada yeKz, existen dos abiertos
ajenos Ay' BY tales que xeAy, yeBy (X es Hausdorff).

{ByﬂKz:yeKZ) es una cubierta abierta de KZ. Sea (Byln KZ""‘By N Kz}
bcub U A "

. inita. c - : -
una subcubierta finita K, "HBY; Bx y si Ax QAYi

es un ablierto (es interseccidén finita de conjuntos abiertos) que con-

, resulta que Ax

tiene a x. Ademds AxﬂBx:D.

Asi para cada x€ K] hemos hallado dos abiertos ajenos Ax’B

X
A <
tales que x €& Y KZ_B .

La coleccidn {Axﬂ K‘:xe KI} forma una cubierta abierta de Kye
Si {Ax n Kl""'AanI} es una subcubierta finita, entonces
~

- ~
KIQUA =A y (B
. 'e3] x

\=s i
cil ver que ANB=@,

=B es un abierto que contiene a Kz. Ahora es fa-

(b) La demostracién se hace de manera semejante a aquella

del inciso anterior y se deja como ejercicio.

1.9 - Corolario: Un subconjunto compacto de un espacio de

Hausdorff es cerrado.

Demostracidén: Sea X un espacio Hausdor_ff y.st corpacto.
Vamos a demostrar que X-K es un conjunto abierto (Ver Teorema 13 Cap. 1.
Sea x €«X-K. Como (x} es compacto, resulta del Teorema anterior que
existe un abierto Bx tal que xe—BXC_ X-X. Es decir, X-X es avierto y K
es cerrado.

1.10 -~ Corolario: Si f es una funcidn biyectiva 7y ccaiinuz

de un compacto en un Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.
Demostracidn: Sea X un espacio compadto, Y un espacio

Hausdorff y f:X—Y satisfaciendo las hipStesis de nuestra afirmacidn.
Del Teorema 1.15 Cap. !i, es suficiente probar que f es una funcidn
cerrada.

Sea F& X cerrado. Como X es compacto, F lo es también.
Como Pes continua, f(F) es compacto en Y y por lo tanto cerrado.
Es decir, f es una funcién cerrada.

1.11 - Corolario: Cualquier espacio Hausdorff compacto

es normal.

Demostracién: Sean F, y F2 dos cerrados ajenos en un espa-
cio X Hausdorff compacto. De 1.7 resultaAque F‘ Yy Fz son compactos
y de 1.@(a) resulta que existen dos abiertos Al y Az tales gue FIC':'AI'
FZEA2 Yy AInA2=¢. Como F1 Y Fz son dos conjuntos cerrados arbitrarios,
entonces queda demostrado que X es normal.

1.12 -~ Ejemplo: Ei espacio de Fort (ejemplo 1.4k.4) es un
espacic; Hausdorff {verifiquelo) compacto, por lo tanto es un espacio

normal.
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Seccidn 2. Teorema de Tychonoff.

En esta seccidn demostraremos uno de los teoremas mas
importantes' de la topologfa abstracta, el Teorema de Tychonofif:

2.1 - TYeorema: Sea {Xa}uquna familia de espacios topo-
Jégicos. El producto topoldgico nxa es compacto si y solo si cada
factor Xu es compacto.

pemostracidn: Para demostrar el Teorema, usaremos algunas
nociones de teorfa de conjuntos:

{a) Una clase ﬁ de conjuntos se dice que es de caracter
finito si y solo sl satisface:

Un conjunto Eeﬁ sl y solo si cualquier subconjunto finito
de E pertenece a B .

(b) Lema de Tukey: Cualquier elemento A de una clase ﬁ de
conjuntos de caracter finito, estd contenido en un miembro maximal M
en f .

Este Lema es equivalente al Axioma de Eleccidn.

Veamos ahora la demostracidn de nuestro teorema. Sea
{xu)uel una familia de espacios topol8gicos compactos y sea X el es-
pacia producto HXG. Vamos a demostrar la compacidad de X. Del ejer-
cicio 4.8 es suficiente demostrar la sigulente afirmacién: Si F es

una familia de subconjuntos de X con la propiedad de interseccidn fi-
nita, entonces N {c(F):F e F 148, '

Consideremos la clase £ de todas las familias de subconjun-
tos de X, las cuales poseen la propiedad de interseccidén finita. <£Esta
clase B claramente es de caracter finito. Del lLema de Tukey, existe
un miembro maximal f’de ,G el cual contiene a f

De la maximalidad de f’se qbtiene que la interseccién de

los miembros de cualquier subfamilia finita de j'pertenece a f'
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Ademas si un subconjunto E de X intersecta a cualquier miembro de -5,
entonces E€ 3'-
Para cada ael! consideremos la familia
‘5a=(pu(r):re§'}.
’a tiene la propiedad de interseccién finita y como X es
compacto, entonces H = ﬂ(c(pa(F)):Fef'}#ﬂ. Tomemos x_eH  para
cada indice a €! y sea x el elemento en X cuya a-ésima coordenada es

Xye Vamos a demostrar que x ¢ c(F) para cualquier Fef’.

Con este fin, consideremos un conjunto abierto sub-bisico
arbitrario p;I(Ua) de X que contenga a x, donde o€l y U  es un con-
junto abierto en Xa conteniendo a X Como x_ € c(pQ(F)) para cada
Fe¥' se .sigue que Uu intersecta a pu(F) para cada FeF'. Por lo
tanto p;1(Ua) intersecta a cualquier elemento de f.’ De la maximalti-
dad de "f' resulta que p;l(Uu) pertenece a f’y por lo tanto, la in-
te}'seccién de cualquier ndmero finito de sub-bdsicos conteniendo a x,
es un miembro de f'. Esto significa que cualguier vecindad de x en X
intersecta a cualquier elemento de f'; es decir, xgc(F) para cual-
quier F ef'y por lo tanto n(c(F):FeT'}#G. En particular
N {c(F):F eF }#0.

2.2 - Ejemplos:

1.- Del teorema anterior resulta que (kn cc;n ta topologia
usual no es un espacio compacto Y (0,131 si lo es. Has generalmente,
para cualquier conjunto My cualquier intervalo cerrado [a,b]. ‘_a,b]M
es un espacio compacto.

2.- Como cualquier cerrado y acotado en (Rn est3d contenico

en algun cubo [a,b]M y es cerrado ahi, entonces, cudlquier conjunto

n
cerrado y acotado en IR~ es compacto.
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Seccidon 3. Espacioslocalimente Compactos

Muchos de los espacios de importancia con los que se trabaja
en andlisis, no son compactos pero localmente se comportan como los
espacio compactos.

3.1 - Definicién: Decimos que un espacio topolégico (X,T)

es localmente compacto si cada punto en X estd contenido en una vecin-
dad compacta. €Es decir, para cada punto x €X podemos encontrar un com-
pacto K y un abierto A tal que xe Ag K.

3.2 - Ejemplos:

1.- Sea X un espacio topoldgico. Como X es vecindad de cada
uno de sus puntos, entonces resulta que cualquier espacio compacto es
localimente compacto.

2.- Lla linea real con la topologfa usual es un espacio no
compacto, pero si es localmente compacto. En efecto, sl x es un nimero
real, cualguier intervalo de la forma [a,b] tal que a<x<b es una
vecindad compacta de x. En general, todo espacio Euclidiano lQ? es
localmente compacto: las cerraduras de cualquier bola centrada en
x G“Ln es una vecindad compacta de x.

3.~ Como los espacios finitos son compactos, entonces
cualquier espacio discreto X es locaimente compacto: (x) es una vecin-
dad de x para cada punto en X.

4,- Es facil probar que cualquier sub-espacio cerrado de
un espacio localmente compacto es localmente compacto. Sin embargo,
esta propiedad, no es hereditaria. Por ejemplo, el conjunto A de
ndreros racionales, considerado como sub-espacio de la recta real, no

es localmente compacto: Supongamos que pE g (K)EKeQ ¥ K compacto en q -

K es entonces compacto en fR (Ver ejercicio 4.5 ), pero esto no es posible, ya que
existe un intervalo (a,b) tal que (a,b)N Qe iQ(K)GK y cualguier punto x&({a,b)-@
es un punto de acumulacion de K en R que no estd en K, es decir, K no es cerrado
en R y por lo tanto, no es compacto.
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3.3 - Teorema: Sea (X,T) un espacio localmente corpacto.
Si X es TZ' entonces cada punto de x posee un sistema b3sico de vecin~

dades compactas.

Demostracion: Sea xe X y K una vecindad compacta de x y A
un conjunto abierto conteniendo a x. AMK es un abierto en el sub-
espacio K que contiene a x. Como K es ’.[‘2 y compacto, entonces es nor-
mal (1.13 de este capftulo). Del Teorema 4.10 Cap. IV, podemcs asegu=-
rar que existe un abierto B en K tal que xeBSCK(B)QAﬁK. Existe
pues un subconjunto abierto B' de X tal que BZKN\B'. Como K es una
vecindad de x, entonces xei(K)NB'e BQCK(B). i(K)NB8' es abierto
en X y cK(B) es compacto, de tal manera que cK(B) es u‘na vecindad
compacta de x contenida en A.

-3.10 - Teorema: Cualquier espacio localmente compacto
Hausdorff, es completamente regular.

Demostracidn: Sea X localmente compact;.) Y TZ. En particu-
lar X es 'I‘.‘. Sea xoe-x y A un abierto conteniendo a Xg- Del! Teorera
anterior existe una vecindad compacta K de x tal que XS€A. Para cads
punto peK existe una vecindad compacta Kp de p contenida en A. (ocme
Kp es vecindad de p, entonces pe i(Kp) y asi {i(Kp)}pbK es una cu-
bierta abierta de K. Como K es compacto, existen p,,;..,pne-K tales

que K€i(K Jih. .. LI(K )eK y...UK < A. Por lo tanto
py ¥ Pn Py P=

KPIU...UKP =M es una vecindad compacta de K. Denotemos por N al
n

conjunto i(Kpi)U ...Ui(Kpn) Comtenido en A- Como M es compacto vy
’1‘2 entonces es normal. K y M-N son dos conjuntos cerracos ajenos en
el espacio normal M. Por el Lema de Urysohn existe g:M~(93continua
tal que g(K)={0} y g(M-N)={1}. sea f:xe[oi]dada por

g{x) si xeM
f(x)-[
1 si xe X-N
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Para demostrar que f es continua, consideremos un subconjunto
cerrado F de [0,1]. Es facil ver que
. g::(F) si 1¢F

g (FIUX-N si 1€F

Ahora bien, g-‘(F) es un conjunto cerrado en My como M es
cerrado en X por ser compacto en un I}. entonces g~I(F) es cerrado en
X. X-N es también cerrado en X. De aqui se desprende la continuidad
de f y obtenemos lo deseado.

3.5 - Eiemglg: €1 espacio de Fort (ejemplo 1.4.4) es un
espacio Tz y localmente compacto; por lo tanto, es completamente
regular.

3.6 - Teorema: Sea X un espacio localmente compacto y
f:X*Y una funcidn suprayectiva continua y abierta, entonces Y es
localmente compacto. Es decir, la imagen continua y abierta de cual-
quier localmente compacto es un espacio localmente compacto.

Demostracidn: Sea yeY cualquiera y xeX tal que fix)=y.
Como X es localmente compacto, existe un compacto K€ X y un abierto
AcX tales que x € ASK. Como f es una funcidn abierta, f(A) es
abierto en f. y como f es continua, f(K) es compacto y ademis
vyeflAYe F(K); por lo tanto, f(K) es una vecindad compacta de v,

o que muestra el Teorema.

Con respecto al producto de espacios localmente compactos,
teﬁemos el siguiente Teorema: .

3.7 - Teorema: Sea (xa}a el una familia de espacios no
vacios. El espacio producto qu es localmente compacto si y solo si

(a) Ctada Xu es localmente compacto.

{b) Todos los espaclos Xcl son compactos con excepcidn

quizds de un nimero finito de ellos.
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Demostracidn:
=) a) Como las proyecciones son funciones continuas y
abiertas, resulta del Teorema anterior que si ﬂXu es localmente com-
pacto, entonces cada Xa 1o es también.
(b) Ahora consideremos un punto x& ;Xu' Coro este espa-
cio es localmente compacto entonces existe una vecindad compacta
K de x. Entonces K contiene un elemento bisico B de la forma

B=p_' (A, )N ...0 p;‘(Aa ).

%4 1 n n
Asi tenemos que para cada a#ai para toda i=1,...,n, thpa(B)g pa(K),

es decir, pu(K)=Xa' Como K es compacto y P, continua, entonces XJ

a

es compacto y esto para toda Xu con excepcion quizds de xa RS SN
i n

<) Si Xu es un espacio compacto para toda ael, entonces del
Teorema de Tych&noff (Teorema 2.1) resulta que ﬁXd es un espacio cor~
pacto y por ende localmente compacto.
Supongamos que este no es el caso y sea {a‘,...,un} c! e}
conjunto de indices tales que Xu‘,....xa son los espacios no compac-~

n

Si xe—HXu y si K, es una vecindad corpac-

tos de la familia {xu) i

ael’
ta de la ai-ésima coordenada de x para cada i=1,...,n, entonces
-1 -1
pa‘(K')n...(\ p“n(K")

es una vecindad compacta de x.

ceccién b. Espacios Numerabiemente Compactos y Espacios de Lindelof.

Hemos elegido discutir juntas estas dos clases de espacios
en razén de ser clases de espacios determinadas por axiomas en donde

fnterviene de manera fundamental el concepto de numerabilidad.
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4,1 - Definicién:

a) Un espacio X es numerablemente compacto si dada cual-
quier cubierta abierta numerable de X, es posible extraer una sub~
cubierta finita.

b) Un espacio X es Lindeldf si dada cualquier cubierta
abierta de X, existe una subcubierta numerable.

4.2 - Ejemplos:

1.- De las definiciones resulta claro que cualquier es-
pacio compacto es numerablemente compacto y es Lindelof.

2.- Con una argumentacidn semejante a2 la dada en el
Teorema 1.5, es facil demostrar que todo subespacio cerrado de un
numerablemente compacto (Lindelof) es numerablemente compacto
(Lindelsf).

3.- Si X es un espacio discreto y es infinito{ entonces
podemos elegir un subconjunto numerable E-{x',...,xn,...} de X. La
coleccidn {{x'}:lﬁﬂn }VU {X-E} es una cubierta abierta numerable de
X y es facil ver que no tiene subcubiertas finitas. Es decir, X no
es numerablemente compacto,

Si X es m3s que numerable, entonces {{x}:x X} es una cu-

bierta abierta que no posee subcubiertas numerables. €s decir, cual-.

gquier espacio discreto mids que numerable, no es Lindelof.

4,- Cualquier espacio numerable es Lindelof, de tal manera

que un espacio numerable con la topologia discreta, es un ejemplo de
espacio Lindeldf que no es compacto ni numerablemente compacto.

§.- Sea X un conjunto md3s que numerable y P € X un punto
en X. Sea T={X}Uu{te X:p°¢ E}. T es una topologia en X y el dnico
abierto que contiene a po es todo el espacio X, de pal manera que

el espacio es compacto ya que cualquier cublerta de X debe contener
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a X como elemento y {X} seria una subcubierta finita. De aqui que
(x,T) es Lindelof y numerablemente compacto. Sin embargo x-{p,}
con la topologia relativa es un espacio discreto y ademds es mas qgue
numerable, por lo tanto, no es ni Lindelof ni numerablemente compacto.
Esto significa que no cualquier subespacio de un es'pacio Lindelof
(numerablemente compacto) es Lindeldf {numerablemente compacto).

¢.- Todo Lindelof, numerablemente compacto, es compacto:
En efecto si X satisface estas dos propiedades y { es una cubierta
abierta arbitraria de X, entonces puede ser en.contrada una subcu-
bierta t" de ﬁ , numerable (X es Lindelof), y como es numerable-
mente compacto, existe una subcubierta ﬁ”de f' , y por lo tanto de
B, finita. Esto demuestra que X es compacto.

7.- La Linea de Sorgenfrey es un espacio de Lindelof :

Sea (X,T) la Linea de Sorgenfrey y AR ={u una cu-

u}uet
bierta de X.
Sea MS @ x@ el conjunto de parejas de racionales {p.q)

tales que p<q y el intervalo Cp,q) es subconjunto de algun Uaeu'

para cada pareja (p,q)€ M, elegimos un Ua(p,q)e {Ua}ael tal que

cu .
(pia)€ Ug(p,q)

Denotemos por pz(M) al conjunto de segundas coordenadas
de los elementos en M. Para cada qepz(N) sea xqeR tal que
xq-inf{xeR:[x,q) es subconjunto de algun Uue'\i }, y para cada *a

U .
sea Ua(q)eu tal que *q€ Ya(q)
La coleccidn ulg{u*(p,q)} (p.q) € HU {U“(q)}qt Pz(") es

numerable y vamos a demostrar que cubre a R.

Sea xe R - Si x=x para alguna qepz(H), entonces

euel,(q)' si x‘-(xq}qe pZ(M) existe U‘Gu tal que xel;. Como Ug
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es abierto, entonces existe qe tal que c
, qeQ que [x,q)s U . aep,iM),
ya que para cualquier racional p'e[x,q), [p',q)c U . Como x#x_,
="a

"q"" Si pe@ es tal que xq<p<x. por la definicidn de xq se ten-
dria {p,g)< Ua' es decir, (pg) €eM. Como xe[p,q) entonces x perte-
nece a uub,q)'

4,3 - Teorema: Si X es un espacio topoldgico segundo nu-
merable, entonces X es Lindelof.

Demostracidén: Sea f3 una base numerable para X, y suponga-
mos que ; es una cubierta abierta de X. Para cada Aef y cada

xe A, existe un B(A,x)eﬁ tal que xe B(A X)E A. La coleccidn
’

B.-(B(A’x):xe A,Aef } es numerable ya que es una subcoleccién de A .

Digamos e '={B f
g que fi'={ (A],xl) B(Az"‘z)' }, entonces (AI,AZ,...} es una

subcubierta numerable de ﬁ , Ya que si xe& X entonces existe Aef tal

que xe A y por lo tanto xeB(A’x). Pero B(A,x)=B(A x ) para alguna
n'"n

n, por lo tanto x€ A .
n

4.4 - Corolario: Cualquier espacio métrico separable es

Lindeldf.

Demostracidén: Este resultado es una consecuencia del Teo-
rema 2.5 Cap. 1V y del Teorema anterior.

h,5 - Ejemplos:

1.- Los espacios euclideanos ﬂfﬁ neN, son espagios de
LindelBf.

2.~ ﬂ{n para cualquier n es un ejemplo de espacio de
Lindelof que no es numerablemente compacto, ya gue la cubierta nume-
rable formada por las bolas abiertas centradas en el origen y de ra-

dio n, no posee subcubierta finita.
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3.~ Lla Linea de Sorgenfrey es un ejemplo de un espacio que
es Lindelof pero no es segundo numerable. (Ver ejemplo 4.2.6 y ejer-
cicio 2.4 del Cap. 1V)

4.6 - Teorema: Si X es un espacio regular y Lindelof, en-
tonces es normal.

Demostracidn: Sean F1 y Fz dos conjuntos cerrados ajenos
de X. Para cada x€& F‘ existe por la regularidad del espacio, un con-
junto abierto Ax conteniendo a x, tal que c(Ax)nF2=¢. De la misma
manera para cada ye'f-‘2 existe un conjunto abiérto By tal que ye—By
Y c(By)f\F]=¢. ‘

Resulta que¢1=(Ax,xe F]) y ;2={By,ye Fz} son cubiertas
abiertas de F.‘ y F2 respectivamente. pel ejemplo 4.2.2 sabemos gue
F.l y F2 son espacios de Lindelgf. Por lo tanto, existen

{A],...,An,...}‘.?ﬁ1 y (81,...,Bn,...)§.ﬁz tales que Fzguf“i,

<
FZ-UB‘.

Consideremos la siguiente coleccidn de conjuntos abiertos:

Sy=h, T1=B‘-c(S])
Sz=A2-c(T1) T2~BZ'C(S‘U sz)
s3=A3-c(T,UT2) T3=B3-c(s,u 5,V 53)

Se deja al lector que verifique que los conjuntos S=USn
Y T=UTn son conjuntos abiertos ajenos conteniendo a F, vy F2 respec-

tivamente.

4.7 Corolario: La Linea de Sorgenfrey es un espacio rormal.
Demostracién: Resulta del ejemplo 4.2.6 y del ejercicio 4.3

Cap. IV.
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4.8 - Teorema: La imagen continua de cualquier espacio
Linde16f (numerablemente compacto) es Lindelof {numerabiemente com-
pacto).

Demostracién: Es semejante a aquella dada en 1.6 y se
deja como ejercicio.

ﬁ;i (a) E)! producto de espacio de Lindelof no es nece-
sariamente un espacio de Lindelof. En efecto, si X es la linea de
sorgenfrey, entonces XxX no es Lindetof ya que si 1o fuera, entonces
seria normal por el Teorema 9.6. Pero XxX no es normal segin ejer-
cicio 4.10(b) del Cap. IV.

(b) Se puede demostrar también que el producto de espacios

aumerablemente compactos no es necesarliamente numerablemente compacto.

(ver {41 )

Seccidén 5. Espacios Paracompactos

5.1 - Definicién:

1.- Sea X un espacio topolégico y AL una coleccién de sub-
conjuntos de X. Decimos que L es una familia localmente finita si
y solo si cada x€ X posee una vecindad que intersecta a lo mds una
coleccién finita de los elementos de \L.

2.- Una coleccidn L Qe subconjuntos de X se dice que es
O-localmente finita si \R es la unién de una coleccién num;rable de
familias localmente finitas.

5.2 - Eienplos:

1.~ Es obvio que cualquier coleccidn finita de subconjuntos
de un espacio X es localmente finita. De esto se desprende inmediata-

mente que cualquier coleccidn numerable (un) de subconjuntos de X

nem

es O-localmente finita ya que cada coleccién formada por un solo ele-
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mento: {Un} es localmente finita.

2.- Cualquier coleccidn localmente finita es g-locainente
finita.

3.- Sea R con la topologia usual. La coleccidn de inter-
valos de ta forma (n, n+2] con neZ es una familia localrmente finita
pues para cada xeR » existe neZ tal que nex<n+l y la vecindad
{(n-1, n+1) de x intersecta solamente 2 {n-2, nJ, [n-l. n+1], [n, n*Z].

4.~ La coleccién de intervalos (1/(.n*l). 1/n) no es local-~
mente finita en “R'TNL)' ya que cualquier vecindad del 0 intersecta
s una infinidad de intervalos de esa forma. Sin embargo, como es una
coleccidén numerable, entonces es g-locaimente finita.

5.3 - Teorema: Si ’u={ua:utl} es una fanilia localmente
finita en X, entonces

(a) ’Ul'ﬂ[c(Ua):oel} es también una familia localmente fi-

nita.

(b) Uc(Ua)=c(UUu), es decir, la unién de una familia local-

ey L5
mente finita de conjuntos cerrados, es un _conjunto cerrado.

Demostracidn: (a) Sea xeX y A un abierto que contiere 3 Xx.
si ze AD C(Um)' entonces zZe€ C(Uu) y cualquier abierto que contenga 3 z,
contiene elementos en Ua' A es un abierto que contiene a Z y por lo

tanto AN quﬂ. Asf si A es la vecindad de x que intersecta a lo mis
una coleccidn finita de elementos de\f , entonces A intersecta a lo mds
una coleccién finita de elementos de .
(b) Se tiene siempre que {Jc(U yee(JU ). Sea ahora
el Q€ “Q a
xec(UUu). Como AR es localmente finita, existe una vecindad A de «x
e}
que intersecta solamente a una coleccidn finita de elementos de A%,

digamos Ua ""'Ua . Si B es cualquier vecindad de xanA 1o es ta-tién
n

y (BnA)n(UUu)I‘B; esto implica que existede&l tal que (s8N AU _#3.
el



Pero esta o debe ser alguna ai, i=t,...,n, ya que A solo intersecta

a U“I,...,Uan. pPor lo tanto Bn(Ua‘U...UUan)#ﬂ, es decir,

xtc(U“'LJ.:.UUu )=c(Ua )U...Uc(Ua ), por lo tanto xe“\;)‘c(Au).

n 1 n

5.4 - Definicidn:

1.- Sea AR una familia de subconjuntos de un espacio topo-
16gico X. Una familiaqQ' de subconjuntos de X es un refinamiento de ™\
si para cada U'€AR' existe Ue\R tal que U'S Uy Jiur:ute\'l=
=Uiuv:ue\l}.

2.- En el caso en que todos los elementos de U' son conjun-
tos abiertos (cerrados) en X, entonces diremos que \ L' es un refina-
miento abierto {cerrado) de \R.

S.SF- Ejemplos:

1.- Cualquier familia AL es un refinamiento trivial de
ella misma. La coleccién ’\J,'-({x}:erU} es otro refinamiento de

2y
\R- En el caso en que X tu\/iera la topologia discretsa, entonces u‘
serfa un refinamiento abierto de Q.

2.- Un refinamiento abierto de la coleccién de intervalos
de la forma [n,n*Z] con neZL es la coleccion de intervalos abiertos
(n, n+2) con neZ - Observe aqui que U(ﬂ.n*2)=U[n,ﬂ+2]=‘R-

ALY 3 LT A

5.6 - Teorema: Si X es un espacio topoidgico tal que cual~
quier cubierta abierta de X posee un refinamientp cerrado localmente
finito, entonces cualquier cubierta abierta de X posee un r:efinamiento
abierto localmente finito.

gemostracién: Sea d una cubierta abierta de X y sea
f=‘:SJ:TLEI} un refinamiento cerrado localmente finito depd . Para
cada x€ X sea Bx una vecindad abierta de x que intersecta tan solo

un conjunto finito de los elementos de e. h-{Bx:xe X} es una cu-

bierta abierta de X. Sea ‘ﬁ un refinamiento cerrado localmente finito
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de b

Para cada a &l sea \lusx-U(Fef Fn Guxl)
Como -‘ﬁ es localmente finito, resulta del Teorema 5.3 que UJ es un
conjunto abierto. Ademas Uu contiene a Ga. Asi pues tenemos cue:

Para cualquier ael ¥y cualquier Fe'ﬁ R

(*)

Nu(\ F#8 si y solo si Gaf\ F#0

Ahora consideremos para cada a€ |, un elemento Aaea‘s rtal
que Ga(‘:"Aa y sea va=wm(\ AQ. La familia {va}ac—,l es un refinamiento
abierto de ﬂd . Demostremos que €5 tambien localmente finito: Como

cada x tiene una vecindad U que intersecta tan soto una coleccién fi-

- nita de elementos en i y cualgquier elemento en -ﬁ intersecta tan solo

una coleccidn finita de elementos de 4/  entonces de (*) resulta que
cada elemento en _‘ﬁ intersecta tan solo una coleccidn finita de ele-

. . e o
mentos en {wu}ael y por lo tanto de»{\lm}ae 1. Esto implica que ¢

intersecta tan solo una coleccién finita de elementos de {\:'J:':;e Ve

i
Es decir, {Vu}uel es un refinaniento abierto lccaimente finito de <Y -
5.7 - Teorema: Cualquier cubierta abierta c-localmente
finita de un espacio topolégico X, tiene un refinamiento local~ente
finito (formado de conjuntos arbitrarios).
pemostracién: Se3 A=Up;n una cubierts abisrta s-lecai-
Ny .
mente finito de X, donde cada ;4 ={A :fAcl} es una coleccidn de con-
n Ny
juntos abiertos, localmente finita. Para cada neN,» sea W =Us .
M oacy B
1N
5 cubre X. Sea U =w _-\Jw.. Entonces {U
La coleccion {wn}nem a n=¥a L\«'ﬂ)n' t { alnen

es un refinamiento localmente finito de {vn}nem . La coleccién
{Unn An in &N ,ael) es un refinamiento localmente finito de;'@l .
- d

5.8 - Definicién: Un espacio topoibgico (X,T) es Paracom=-

pacto si cualquier cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto
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localmente finito.

Es decir, un espacio (X,T) es Paracompacto si para cual-
quier familia 94 de subconjuntos abiertos tal que U{A:A694 Ya=x,
existe una coleccidn 94' de subconjuntos abiertos en X tal que

(1) Para cada A'e_gd' existe A€4 tal que A'€ A,

(2) Ufar:aregl }=x.

(3) Cada x& X posee una vecindad que intersecta solo a una
coleccién finita de elementos en gd L.

5.9 - Ejemplos:

t.- Cualquier espacio compacto X es paracompacto ya que sl
P{es una cubierta abierta de X, cualquier subcubierta finita g(’ ' es
un refinamiento abierto localmente finito.

2.- Cualquier espacio discreto X es paracompacto, ya que
{{x}:x€& X} es un refinamiento abierto localmente finito de cualguier
cubierta abierta de X. (si X es infinito, entonces con la topologia
discreta es un espacios Paracompacto que no es compacto).

5.10 - Teorema: Si X es un espacio regular, X es para-
compacto si y solo si cualquier cubierta abierta de X tiene un refina-
miento abierto g-localmente finito.

Demostracidn:

=) €Es ciaro ya que cualquier refinamiento abierto local-
mente finito es un refinamiento abierto@ -localmente finito.

&) Es suficiente demostrar que cualquier cubierta abierta
tiene un refinamiento cerrado localmente finito (Teorema 5.6). Sea;’/
una cu‘bierta abjerta de X. Para cada xe¢ X, existe AxEQ/ tal que
xe Ax' Como X es regular, existe una vecindad abierta Bx de x tal que

finamiento abierto de .
C(BX)E-.AX. B.{Bx}xex es un refin ;{

_178-

4
sea Y un refinamiento abierto o-localnente finito de B.

Del Teorema 5.7 existe un refinamiento u={ua}uel localmente finito

de Y? (y por tanto de £ y deyq ). Para cada ue! sea x{a)e X tal que
. c e .

Uagsx(u) esto implica C(Uu)‘c(sx(u))—Ax(u)' De aqui gque

kc(Ua):ae I} es un refinamiento cerrado localmente finito (Teorena
5.3) de of .

5.11 - Corolario: Si (X,T) es un espacio regular y Llindeic?,

entonces (X,T) es Paracompacto.

Demostracidn: Si ,0¢ es una cubierta abierta de X, entonces

) cualquier subcubierta abierta numerable ded es un refinamiento abierto

og-localmente finito y del Teorema anterior obtenemos el resuitado.

5.12 - Ejemplos:

1.~ La Linea de Sorgenfrey es un espacio regular (Ejercicio
4.3 Cap. IV) y es Lindeldf (Ejemplo 4.2.6), por 1o tanto es Paracon-
pacto.

2.- Los espacios métricos separables son Paracompactos ya
que son espacios regulares y Lindelsf (Corolario L.4). En el siguiente
Teorema demostramos aun mids:

5.13 - Teorema (Stone)

Cualquier espacio métrico es Paracompacto.

Demostracidén: Sabemos que cualquier espacio 6étrico es re-~
gular, de tal manera que es suficiente demostrar que en cualguier es-
pacio métrico, cualquier cubierta abierta tiene un refinamiento abierto
o-localmente finito (Teorema 5.10).

Sea (X,Td) un espacio métrico y sea ,*Z una cubierta abierta
de X arbitraria. Para cualquier Aeﬁ y cualquier n &\ sea

An-(xe Aid(x,X-A)21/2"}. Resulta entonces que Ang A 4q Para cual-
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quier nejN . Ademds es facil verificar que 3
d('\nv X'Anﬂ)-}-‘/Zn-l/Z(n”)=I/2(nH) para cada ng™ . Consideremos-en

t un buen orden { . Para cada A&/g y cualquier negiN , sea

. .
An-An-U(Bn”:Beﬁ , B<A} Para cada A,Beﬁ , si ACB, entonces

B €X-A

n& n+t’ En cuailquiera de los dos

*
si BCA, se tiene A € X-B .
n n+1

{n+1)

kg
casos resulta que d(An.Bn)—l/Z Ahora bien, para cada A&ﬁ Y

cada nef) definimos un conjunto abierto Kn por:
~ o g
R={xex:dlx,A)¢ 172003) 3

De la desigualdad del triangulo, es facil constatar que

~ o~ +2
d(An,Bn)él/Z(n ), esto para cualquier pareja A,Beﬁ y cualquier

nef) - De aquf resulta que la familia bnt(zn:A&ﬁ} es una familia

de conjuntos abiertos, localmente finita, y por lo tanto la familia
@ﬂU(an:neM } es una coleccidn de conjuntos abiertos o-localmente
finita.

Nos queda por demostrar que D es un refinamiento de ﬁ:
Sea x un elemento arbitrario de X. Si A es el primer elemento de la
cublerta ﬁ que contiene a x, entonces Xe?{n para alguna negMN . Por
lo tanto &) es una cubierta abierta de X. Ademas como ‘R‘nél\ para
cualquier Aeﬁ y cualquier n&N , entonces en efecto O es un refi-
namiento de ﬁ A (o]

En los siguientes teoremas demostraremos que la clase de
espacios Paracompactos y Hausdorff estd contenida en la clase de los
espacios Normales. Para ello probaremos primero un Lema.

5.14 - tema: Si X es un espacios Paracompacto y Hausdorff,
entonces X es un espaclos regular.

Demostracidon: Sea x€&X y sea A un conjunto abierto conte-
niendo a x. Para cada y € X-A sea AY y By dos abiertog en X tales que
y Ayr\ By-ﬂ‘

K&Ay' Y& By
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La colecciénﬂ ={Byzye X~A}U(As es una cubierta asbierta
del espacio X. Como X es paracompacto, existe un refinamiento abierto
localmente finito & deﬁ .

Como ) es localmente finito, existe un abierto U que con-
tiene a x y que intersecta solamente a un nimero finito de ele~entos

de O . Sean W w" todos los elementos de O que intersectan a U

procee

y no estan contenidos en A. Existen entonces n puntos Yyeo-eo¥, de

X~-A tales que \lié_Byi para cada i=1,...,n. Sea VzUN Ay'n...nAYn
y sea B=c(V). x&V, de tal manera que obtendremos 1o que queresos
demostrar, st BE A.

Sea D la unidn de todos los elementos de & que no estan

contenidos- en A. Se tiene entonces que:

vnoe A Y 8 = es A B =
un ytn N ynnL YIU UByn'} $ pues y‘(\ vy 8 para

cualquier i=1,...,n. Esto implica que V estd congenido en el con-
junto cerrado X-D. Por lo tanto xe VEB=c(V)E X-D&A.

5.15 - Teorema: Si X es un espacio paracompacto Yy
Hausdorff, entonces es normal.

Demostracidén: Sean F1, F2 dos subconjuntos cerrados de X
ajenos. Del Teorema anterior, X es regular y asi para cada xeFl
existe Vx una vecindad cerrada de x contenida en el conjunto slierto
X-Fz. ‘

Sea Ux=i(Vx). La coleccidn ,$’={ux:xe F‘}U{X-FI} forma una
cubierta abierta de X. Como X es paracompacto, existe un refinamiento
abierto localmente finito & de ﬂ

Sea l‘«1 la unién de todos los elementos cde L que no estan

contenidos en X-Fl. Al es un conjunto abierto y contiere a Fl'
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Sea yer arbitrario. Como D es localmente finita, existe

una vecindad vY de y la cual intersecta solo una cantidad finita de
elementos en . Sean U,,....vn todos los elementos de O que inter-
sectan a Vy y los cuales no estan contenidos en X-Fi. Existen pues

puntos xl,...,xne FI tales que \J‘E Ux para i=1,...,n. Sea
1

A=i(v.)In{x-v_ )N ...N(x-V_ ), A es entonces un conjunto abierto
y Y x xp * Ty

que contiene a y y es tal! que A“\A{-D.

Sea Az-[)(Ay;ye-FZ). A2 es un conjunto abierto que contiene
a Fz y adends A"1A2-D. Por lo tanto X es un espacio normal. [}
Paracompacidad es una propiedad topoldgica. {Ver ejercicio 5.1).

Con respecto a subespacios y espacios producto de espacios
paracompactos, obtenemos resultados semejantes a aquellos para los
espacios normales. EIl teorema anterior nos facilita las cosas. Vea-
mos: En primer lugar, no todo subespacios de un espacio paracompacto
es paracompacto. En efecto, el Plano de Moore es homeomorfo a un sub-
espacio Y de un espacio compacto, y por lo tanto paracompacto, X.

(ver Cap. 1V, ejemplio 4.13.2 y Teorema 5.7). Como el Plano de Moore
es un espacio T}. si €1 fuera paracompacto, entonces serfa un espacio
normal, lo que no es asf. (Ver Cap. IV, ejemplo 4.9.2). Por lo tanto
Y no es Paracompacto.

Por otro lado, tampoco el pfoducto de espaclios paracompactos
es necesariamente un espacio paracompacto: La Linea de Sorgenfrey X
es un espacio paracompacto. XxX es Tz, sl fuera paracompacto, entonces
seria normal, lo que no es posible. (Ver Cap. IV, ejemplo 4.12.1).
Por lo tanto XxX no es paracompacto. Sin embargo, se tiene que

5.16 - Teorema:

i.- Cualquier Qubespacid cerrado de un paracompacto es

paracompacto.
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2.~ El producto de un espacio paracompacto v de un espacid
compacto es un espacio paracompacto.

Demostracidn:

1.- Sea {X,T) un espacio paracompacto y FE X cerrado. Sea
f una cubierta abierta de F. Para cada Aeﬁ existe A'€T tal gue
AsFOA'. La coleccién il ={A':A€fa’) U {x-F} es una cubierta abierta
del espacio X, por lo tanto existe un refinamiento abierto localrente
finito ' de ﬁ'. Sea D={0NF:0e D'}.
&L es entonces un refinamiento abierto localmente finito de ,"_-‘,:
(a) Cada elemento de §O es un abierto en F. (b) Para cada xe&F,
existe D& ' tal que x& D, por lo tanto xe€ DNF, es decir o) es una
cubierta de F. {c) Si DNF & entonces existe A' e é' tal que
D& A' de tal manera que D(\F=A'nFeﬁ, es decir d) refina a g
(d) Si xe F, entonces existe una vecindad V' de x en X tal que V'

solo intersecta a un conjunto finitoe D Dn de los elermentos en

100

'. V'NF es una vecindad de x en F que intersecta 2 lo mds a

DI(\ FoorehD NF. Es decir & es localmente finita.

2.~ Sea X un espacio paracompacto y Y un espacio conpactc,
y sea ﬁ una cubierta abierta de XxY. Para cada x€& X, existe una

® 2
coleccidn finita de elementos deﬁ, digamos C‘....Cn , que cubren a

b3

{x}xY. Del ejercicio 1.12 de este capitulo, sabemos que existe un

x

x

que contiene a x tal que AxxVE.U ¢
iz

subconjunto abierto de X, Ax

La coleccién (Ax:xex) forma una cubierta abierta de X y por lo taato
podemos encontrar un refinamiento abierto localnente finitod). Para
cada D& . D‘EAx para alguna x. Sea €=((DxY)f\ C’l.(:i=l,...,nx, b€ .
€, es entonces un refinamiento abierto de L . Ademas si {(x,y)€ Xx¥.
existe una vecindad U de x que intersecta solo una coleccidn finita ce

elementos en J) y asi la vecindad UxY de (x,y) solo intersecta un ni-

mero finito de elementos de ’e
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¢
kst EJERCICIOS - CAPITULO V
[y
Hausdorff
T : Seccién 1.
Regulares R ——
Completamente Regulares 1.1 - Demuestre que cualquier espacio finito y cualquier espacio
indiscreto es espacio compacto.
Normales 1.2 - Dé una cubierta abierta de ﬁlz que no tenga subcubiertas fini-

P

Paracompactos T tas. Hacer lo mismo para el intervalo (0,1).

h 1.3 - Demuestre que, (a) Cualquier conjunto X con la topologfia cofi-
Leealmente Lacalmente nita, es un espacio compacto. (b) E! espacioc (M,T) del ejer-
Cozpactos T, Compactos Métricos
N 4> cicio 1.5 del Cap. | es un espacio compacto.

1.4 - Si (X,T) es compacto y T' es una topologia en X tal que T'& T

entonces (X,T') es compacto.

ey 3 f Separables Primero
Humerablemente Lindelof Lindelo ep En particular compare la topologfa de Fort (Ver ejemplo 1.4.4)

Compactos Numerables
\\\ \\\\ en X y la topologia cofinita en X, obtendr3d entonces coro con-
] clusi6n lo demostrado en el ejercicio anterior inciso {a).

Compactos Lindelof Segundo 1.5 - Sea X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X.

Regulares Numerables
ES Y es compacto en Y si y solo si E es compacto en X,
1.6 - Demostrar que:
Segundo Numerables (a) La unién de una coleccién finita de subconjuntos cozpag
Regulares

s espaci es un compacto
Coxmpactos tos en un espacio X P .

)
LM

K'\\ {b) Si X es Hausdorff, Yy {Ka)a el es una coleccidén de subcon-

Métricos Separables juntos compactos de X, entonces r\Ku es compacto.
Xl
1.7 - si (X,T‘) es un espacio Hausdorff, (X,T,) es compacto y T.2T,,
entonces T1=T2.

icos Compactos .
¥étric Comp = 1.8 - Una familia Eﬁ de subconjuntos de un conjunto X, se dice que

i tiene la propiedad dé interseccion finita si y solo si la in-
LIAGRAXA DE LAS PRINCIPALES CLASES DE ESPACIOS ANALIZADAS HASTA AQUI

terseccidn de cualquier subcoleccidn finita de Tﬁ no es vacia.
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Demostrar que un espacio topoldgico X es compacto si y solo si
cualquier familia ?ﬂ de conjuntos cerrados de X con la propie-
dad .de interseccidén finita, tiene una interseccidén no vacia, es
decir: (\(F:Feﬁ 140.
Cualquier espacio compacto regular .es normal.
Demostrar et inciso (b) del Teorema 1.8.
Sea K un sub;onjunto compacto en un espacio X completamente re-
gular. Sea A un abierto que contiene a K. Demostrar que exis-
te una funcién continua f:X-»{0,1] tal que

0 si xeK

f{x)=

1 si x¢ X-A

Sean X y Y dos espacios topoldgicos y K]E X, KZE Y subconjun-

tos compactos. Sea B un abierto en XxY tal que K,xK <B. De-

2
muestre que existen A1 subconjunto abierto en X y A2 subcon-

junto abierto en Y tales que K,szﬁéA‘xAZE B.

Seccidn 3.

3.1

Demuestre que:

(a) El espacio (M),T) del ejercicio 1.4 del Cap. | es un es-

pacio localmente compacto y no compacto.

(b) Demuestre que el espacio del ejercicio 5.3 Cap. | es lo-
calmente compacto pero no es compacto.

{¢) La Linea de Sorgenfrey (ejercicio 1.6, Cap. 1) no es lo-
calmente compacto.

(d) El espacio ﬁil no es localmente compacto.

Demuestre que cualquier subespacio cerrado de un espacio lo-

calmente compacto es localmente compacto.

3.3

3.4 -

4.3

4.4
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Demostrar que la imagen continua de uan espacio localmente
compacto no es necesariamente un espacio localmente conpacto.
Sea (X,T) un espacio localmente compacto. Supongamos gque X
satisface el axioma (b) de la definicién 4.1 Cap. IV que carac-
teriza a los espacios regulares. Entonces cada punto en x po-~

see un sistema b3sico de vecindades formada de conjuntos com-

pactos.

Sea X un conjunto mis que numerable y demos a X la topologia

conumerable: T={g,X}U{ESX:X-E es numerable}. Demostrar que
(X,T) es Lindelof pero no es numerablemente compacto {y por lo
tanto no es compacto).

pemostrar el Teorema 3.8 y concluir con:

El cociente de cualquier espacio Lindelof {Numerablemente Com-
pacto) es Lindelof {Numerablemente Compacto) .

Un espacio T1 es numerablemente compacto si y solo si cualquier

subconjunto infinito tiene un punto de acumulaciodn.

Demuestre el Teorema 4.8.

Seccidn 5.

5.1
5.2

Demostrar que la Paracompacidad es una propiedad topoldgica.
Si cualquier subconjunto abierto de un espacio Paracompacto
es paracompacto, entonces cualquier subconjunto lo es.

Sea X paracompacto y ASX cerrado. Demuestre que el espacio

cociente X/n donde ~ es la relacién de equivalencia dada por

XVvy<&Py X=y 0 X,y& A, es un espacio paracompacto.
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CAPITULO VI - CONEXIDAD

Introduccidn:

Consideremos en la recta real, los conjuntos A=[9,I]L)[2,3]
Y a:[o,t]. De la siﬁple observacién podemos captar una diferencia
formal en estos dos conjuntos; A esta formado de dos piezas, en cam~
bio B solo de una. Sin embargo, hay que recordar que nuestra intui-
cién geométrica es préxima a la trealidad" cuando consideramos la geo-
metria Euclideana; es decir, la topologfa usual en la recta. Con
esto queremos decir que la verdad de la frase “g] conjunto X estd for-
mado de dos piezas' o de la frase "E1 conjunto X estd formado de una
sola pieza' va a depender de la topologia definida en X.

Es bastante natural decir que un espacio topoldgico estd
formado por dos piezas si existen dos subconjuntos no vacios A,B, cuya

unién es el total y tales que A no contiene puntos de acumulacién de

B y B no contiene puntos de acumulacién de A. En el caso, por ejemplo

del conjunto formado por dos puntos {0,1}: Si lo consideramos con la
topologia discreta, entonces es claro que este equcio estd formado
por dos piezas: {0}, {1}. En cambio si consideramos la topologfa

7={8,{0},{0,1}} entonces esti formado solo de una pieza.

E1 concepto de Conexidad que veremos en este capitulo
es la formalizacidn de estas ideas. La Conexidad tiene gran im-
portancia en topologia y entre otras cosas es una buena herra-
mienta para distinguir unos espacios de otros. También analiza-
remos en este capftulo algunas modificaciones del concepto de

Conexidad.
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Seccién 1. Conexidad

1.1 - Definicidn:

Un espacio (x,T) es conexo si no se puede expresar como
la unién de dos conjuntos no vacios abiertos y ajenos. De lo con~
trario decimos que (X,T) es disconexo. Un subconjunto A de X es
conexo si el subespacio A es conexo.

1.2 - Ejemplos:

1.- Sea X cualquier conjunto con mis de dos puntos y con
la topologia discreta. Sea x cualgquier elementg de X, luego

{x} y X-{x} son subconjuntos so vacios, abiertos y ajenos de X,

_ademds X={x}U(X-{x}) luego X es disconexo. (€s evidente que cual-

quier espacio que contenga un solo punto es conexo. Los espacios in-
discretos son tambien ejemplos de espacios conexos) .
2.- Los racionales Q€W no es un espacio conexo ya que

{x:x>/2}AQ y {x:x< Y2}N@Q son conjuntos no vacios abiertos y ajenos.

ademis @ =({x:x>/2}AQ)IU ({xsx< 2INQ).

3.- EIl espacio {8,{0},{0,1} es conexo ya que la Gnica
descomposicién es {0}, {1} pero {1} no es abierto

1.3 - Teorema: Los Gnicos subconjuntos conexos de W
que tienen mds de un punto son R Yy los intervalos {abiertos, cerva-
dos o semicerrados).

Demostracién:

i) Supongamos que Y es conexo Yy que Y no es un intervalo,
luego deben de existir a,be Y, cgY tal que acceb, asi que

YA {x:x>c}, YN {x:x<c} es una descomposicién de Y en dos conjuntos

* abiertos ajenos y Y no serfa conexo, contradiccién, por tanto Y es

un intervalo.
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ii) Sea Y un intervalo y supongamos que Y no es conexo,
entonces Y=AUB, donde A y B son subconjuntos de Y no vacios abierto;
y ajenos, ademas existirdn ac A, be B (renombrindolos si es necesario)
que satisfacen a<b. Definamos u=sup{x:[a,x)SA}; luego akb y como Y
es un intervalo, r€Y. Claramente ae-cY(A); notemos que A=Y-B es
cerrado en Y, luego debemos de tener que 0 €&A. Sin embargo, A es tam-
bién abierto en Y y como Y es un intervalo, entonces debe existir una
vecindad de & contenida en A; esto-es, (a-r, a+r)& A y esto contra-
dice la definicién de p, por tanto, Y es conexo.

1.4 - Observacién: Del teorema anterior, se infiere que

la propiedad de conexidad no es una propiedad hereditaria. Cualquier

subespacio Y de R que no sea un intervalo Y que sea diferente de R,

no es conexo. Incluso subespacios cerrados de espacios conexos no son
necesariamente conexos, como seria el caso por ejemplo de un subespa-

cio de 1a recta real formado por dos puntos.

Por otro lado, la conexidad es una propiedad topolélgica:

1.5 - Teorema: Ssea (X,T) un espacio conexo y sea (Y,T')
cualguler espacio. Si g:(X,7T) — (Y,T') es una funcidn continua su-
prayectiva, entonces (Y,T') es conexo.

Demostracidén: Supongamos que Y no es conexo, esto es:

Y=y UV, donde U y V son subconjuntos de Y no vacios abiertos y ajenos.
Entonces como g es continua y suprayectiva, g—](U) y g-l(V2 son sub-
conjuntos de X no vacios abiertos y ajenos cuya unién es X; por tanto
X es disconexo lo que es una contradiccidn. De aqui que Y es conexo.

1.6 - €Ejemplo:

1.~ La funcidn F:(0,1] — IR? dada por F(x)=(x,sen(1/x)),
es una funcién continua, de tal manera que el espaciq
Y-{(x,sén(l/x)):0<x51} es conexo. (Y como subespacio de ﬁ{z con la

topologia usual) (ver figura 26).
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2.- Sea X un espacio conexo. Si f:X—~IR es continua nc
constante, entonces f(X) es conexo del Teorema 1.5; es decir,
F(X)=R o f(X) es un intervalo. Asi si f(x)< f(y) para dos puntos
en X, x,y, entonces [f(x),f{y)] e f(X). Es decir f toma todos los
valores entre cualquiera dos valores que la funcién asuma. Coro se
puede observar, este resultado es una generalizacién del teorenms
clasico del valor intermedio que se estudia en los cursos de Cdlculo.

1.7 - Teorema: Sea (X,T) cualquier espacio topoldgico,
entonces las siguientes propiedades son equivaientes:

1) X es conexo.

2) Los Gnicos subconjuntos de X que son abiertos y cerracos
a la vez son 8 y X.

3) Si A es cualquier subconjunto de X diferente de X o 2,
entonces FrA#3.

4) sea Y={0,1} con la topologfa discreta. Entonces no
existen funciones continuas suprayectivas de X a Y.

Demostracidn:

(1) = (2): si AcX el cual es abierto y cerrado a la vez
y A#8 y X, entonces X=AU(X-A) lo que demuestra gue X nc es conexo
contradiciendo a (1). Por tanto los {nicos subconjuntos de X que son
abiertos y cerrados a la vez son # y X.

(2) = (3): Si A es cualquier subconjunto de X diferente
de X 6 B y sea FeA=P, luego como c(A)=i(A)U FrA tenemos c{A)=i{A)}.
Por otro tado i(A)E€ A y AcSc(A) entonces i(A)E€ A€ c(A), luego
A=1{A)=cA; as? A es un subconjunto de X abierto y cerrado a la vez
lo que contradice a (2), por tanto, afirmamos que si A es cualquier

subconjunto de X diferente de X 6 @, entonces FvA#8.
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{(3) = (1): Supongamos que X=UUV, donde U y V son sub-_
conjuntos no vacios de X abiertos y ajenos, entonces U y V son cerra-
dos. Por tanto Usi{U)=c(U) pero Fru=c(u)-i(U) luego, Fru=u-u=g, lo
que contradice a (3) por tanto X es conexo.

(1) = (4): Supongamos que existe una funcién continua de
X sobre Y-ﬂo,l}. Entonces como X es conexo Y debe también serlo,
contradiccién ya que Y-{O,l} no es conexo. (Ejemplo 1.2.1) Por tanto,
no existe funcidn continva suprayec'tiva alguna de X a Y.

(4) = (1) Supongamos que X no es conexo; o sea que
X=UWUV, donde U y V son subconjuntos no vacios de X abiertos y dis-
juntos. Definamos f:X—+ Y por f(x)=0 si xeUy f(x)=1 si xe V enton-
ces f-‘(fo,a)) =0 y f-l((b,l])-v; luego f es continua, lo que contra-
dice a (4). Por tanto X es conexo.

1.8-Teorema: Sea (X,T) cualquier espacio y sea X=UUV, donde

Uy V son subconjuntos no vacios de X abiertos y ajenos. Sea A cualquier

subespacio conexo de X, entonces AS U o A V.

Demostracién: Supongamos que ANU#E B y ANV#P, Tuego ANU vy
ANV son subconjuntos no vacios y ajenos de A los cuales son abiertos
en A. Pero A={ANnU)Y (ANV), luego A no es conexo. Por tanto o Af U=g

y de donde AcV o ANV=g y de donde ASU.

I.B-E‘Iemg!os: Sea IR los nimeros reales con la topologfa usual.

Removamos cualquie'r punto yeiR de tal manera que haga a R'disconexo.

Esto da origen a dos conjuntos los cuales son los siguientes rayos:

A={xe R : Y<x} y B={xeR : x<y} .La remocién de y también hace disconexo

a cualquier intervalo que contenga a y en su interior. As{, supongamos
que [a,b) contiene a y en su interior y [a,b]-{y} esconexo, entonces
(a.b]- {y} debe de estar enteramente contenido en Ao en B, lo cual es

imposible.
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1.10- Teorema: Sea (X,T)} cualquier espacio y sea (A, bed

cualquier familia de subespacios conexos de X tal que nlAi#ﬂ, enton-
K
ces UAi es conexo.
€l

pemostracién: Hagamos B=\JA., como NA.# 8, sea xoeﬂf«.

I i ! el ! «t !
Ahora sea f: B-v{O,l} continua y {0,1} con la topologia discreta. Como
cada Ai es conexo , por Teorema 1.7 ninguna f/Ai es suyprayectiva y del
hecho que x €& A, para cada i, tenemos f(x)vf(xo) para toda x €A, vy
para toda i. Asi f no puede ser supreyectiva y .por el Teorema 1.7,
B-'\_)Ai es conexo.

te]
1.11-Ejemplos:

1.- El espacio TR de los nameros reales con la topologia
usual es conexo como vimos en el Teorema 1.3. Cualquier linea recta
en el espacio \Rn es homeomorfo a la recta real R. Esto implica aue Qn
es conexo para cualquier n ya que rR" es la unidn de todas las rectas
enh \‘R_n que pasan a travez del origen. Por tanto la familia de tales
rectas satisfacen las hipdtesis del Teorema 1.10.

2.- Cualquier bola abierta Br(x) en ﬁ{n es un espacio Horeo
morfo a todo el espacio mn, por lo tanto es conexo.

1.12-Teorema: Supongamos que {X,T) es un espacio tal que

cualquier dos elcmentos de X estin contenidos en algun subespacio co-
nexo de X. Entonces X es conexo.

»
Demostracidn: Sea Xx&X un punto fijo de X y para cualquier

y € X sea A{x,y) un subespacio conexo de X el cual contiene a x y a y.
Luego {A(x,y): y€ X} es una coleccion de subconjuntos conexos de X cuvya
unidn es X y la interseccidn es no vacia ya que por 1o menos ccntier;e
a x. Por el Teorema 1.10 tenemos que X es conexo.

1.13- Ejemplos:

: . n
1.- Cualquier segmento de linea cerrada en TR es homeomor-
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fo al intervalo cerrado [0,1] y por tanto, es un subespacio conexo
de W.n. Luego, haciendo uso de este hecho podemos demostrar que
Rn-{p} donde p es cualquier punto de \‘Rn para n2 2, es conexo!
gean R y R' cualquier dos puntos de rk"-{p}. Escojamos R''e Rn~{p}

tal que p¢-ﬁ"uﬁ', donde RR" denota el segmento de linea que une

R a R'. (Fig. 27) Entonces RRYUR"R' es conexo por teorema 1.10,esto

es, ya que es unidn de dos subespacios conexos RR", RPR' y RRT\R™R'=

={R"}#B. Por tanto R y R' estan en. el mismo subespacio conexo de
R"-{p}. Por teorema 1.12 R -{p} es conexo.
S

Rll

Figura 27

2.~ FR_no es homeomorfo a [R" para ningun n¥» 1. Si
fF:R ~» nn un homeomorfismo para alguna n» 1, entonces
f:l&-{po}-»kn-{F(-p?L}\ es aun un homeomorfismo. Sin embargo esto
es imposible® ya que [R~(p\° no es conexo y [R"-(f(po)} si lo es.

13 - Teorema: Supongamos que A es un subespacio conexo
de X y A€Y=c(A). Entonces Y es también un subespacio conexo de X.
En pa?tlcular, la cerradura de un conjunto conexo es conexo.

Demostracién: Sea f:Y—v{O,‘I) continua, donde {0,1} tiene
la topologfa discreta; como A es conexo, f/A no es suprayectiva.

Observemos que Y-cx(A)ﬂV-cY(A), ahora la continuidad de f en Y de-
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muestra que f(Y)=f(cv(A))Ec(f(A))=f(A) por 1o cual f no puede ser
suprayectiva. Por tanto Y es conexa por teorema 3.

1.15 - E'lemglo: Comoc se hizo notar en el ejemplo 1.6,
el conjunto Y={(x,sen{1/x)):0¢x%1} es un espacio conexo. Como se
muestra en la figura 26, el espacio Y se acerca al eje vertical en
la medida en que x se aproxima a cero. Es decir, cualquier punto
de 1a forma (0,y) con -1$y<1 es un punto de acumulacidn de Y.
Asi resulta del teorema anterior que c(y)=Yyy {(0,y):-12 y< 1} es
cobexo y cualquier subespacio A tal que Y& AQC'(Y) lo es también.
Por ejemplo A=YU {(0,0)}.

1.16 - Teorema: El espacio producto nxa de la familia
de espacio no vacios {(Xu’Tu))uel' es un espacio conexo si y solo
si cada Xa es conexo.

Demostracidn:

=») Supongamos que I[Xu es conexo. Como cada proyeccidn

:nxa-’x es continua y suprayectiva, entonces )(B es conexo por el

P8 8
teorema 1.5 y ésto paré cualquier Be&l.

&) Sea xEHXu y C={ye HXG: existe un conexo que con-
tiene a x y y}. Por el Teorema 1.11, C es conexo. Para demostrar

lo deseado basta con probar que C es denso en II)((1 (Teorema 1.14).

Sea A=p;‘(A‘x N ...N pu1(Au ) un abierto bdsico en
1 1 n n

qu(Aaie Tai) .

‘ Sea a, e Au , i=1,...,n y definamos Cf{y&ﬁXq:y

ex,
i i 1

a 01

Yo"%a para toda u#(x‘} y en general para i=2,...,n

C‘-{yenxa:yaj -a“j si jef{l,...,i-1}, Y =Xy Para toda

uel-{a‘,...,ui_‘}, y“iex“i}. Del ejercicio 3.4 Cap. It ci es
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homeomorfo a Xu y por lo tanto es conexo (i=1,...,n}. Para cual-

i
quier ke{ﬁ....,n-l) el punto Y€ ﬂxa tal que Yo =2 con j=1,...,k

a,
J J
Y Y, ~%, para cualquier otra coordenada pertenece a Ckfle+l, por lo
-
tanto D-LJC' es conexo y contiene a x (En efecto xé€ C’). Asi DeC
t=l

y como A intersecta a D entonces también intersecta a C. Es decir,
C es denso en HXu y por lo tanto l'[Xu es conexo. {(Como siempre si

ye-ﬂxu, Yo denota la a-ésima coordenada de y).

1.17 ~ Sea X un espacio topolégico y x€ X. Podemos con-
siderar todos los subespacios de X que son conexos y que contienen a
x. La unién de todos ellos es un espacio conexo, (Teorema 1.10)
que denotaremos por C{x) y es el mayor de los subespacios conexos

de X que contiene a x. a C{x) le l1lamaremos la Componente Conexa

de x. Como {x} es siempre conexo, entonces C(x) nunca es vacio.

Ademads C{(x) es siempre un subconjunto cerrado de X ya qﬁe de no ser

asi c{C(x)) seria un conjunto conexo conteniendo a x y mayor a C(x)
(Teorema 1.14), 1o que no es posible. Es importante también hacer
notar que si x,y€X y xdy, entonces C(x)=Cly) 6 C(x)Nc(y)=0; es
decir, el conjunto de componentes conexas en X determina una Parti-
cién (o relacidn de equivalencia) en X. En efecto si z€ C(x)C(y)
entonces C(x)UC(y) es conexo. Como C(x) y C(y) no pueden ser sub-
conjuntos propios de C{x)}{JC(y), tenemos entonces c{x)=c{x)Uc{y)=C(y).

1.18 - Ejemplos:

1.- Si X es un espacio conexo, entonces es claro que
C(x)=X para cualquier x& X.

2.- Cualquier sube;pacio de un espacio discreto, es un espa-
cio discreto. Del ejemplo 1.2.1, sabemos que los espacios discretos
con m3s de un punto, no son espacios conexos. De thas observaciones

se desprende que si X es discreto, entonces C(x)={x} para toda x& X.
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3.- Hablibamos en 1.17 de que las componentes conexas ce
un espacio X forman una particién de X. Esto nos hace pensar inne-
diatamente en espacios cocientes. En efecto, la coleccidén de compo-
nentes conexas de X definen un espacio cociente X/~ donde cada com~
ponente conexa de X es un elemento en X/v. Se puede demostrar que

si Xx& X/v entonces C{x)={X}.

Seccion 2. Espacios Localmente Conexos

2.1 - Definicién: Un espacio (X,T) se dice que es local-

_mente conexo si para cada xe X, existe una base de vecindades de x

‘{Yx) consistente de subespacios conexos. Equivalentemente, X es lo-
calmente conexo si para cualquier xg X y cualquier vecindad U de x,
existe una vecindad conexa V de x tal que VEU.

2.2 - Ejemplos:

1.- Un espacio puede ser conexo y localmente conexo: EI
espacio u{n es localmente conexo ya que para cada punto xe ﬁ(n, la
coleccién de bolas abiertas centradas en x es una base de vecindades
de x formada por subespacios conexos. (Ejemplo 1.11.2)

2.- Un espacio puede ser localmente conexo pero no conexc.
Asi, sea X cualquier espacio con la topologia discreta, entonces para
cada xe-X,\r(x)={{x}) es una base de vecindades para la topologia dis-
creta. Ahora bien, cada subespacio {x} es conexo. Luego, X es local-
mente conexo, pero X no es conexo.

3.- Un espacio puede ser conexo, pero no localmente conexo:
sea Y={(x,y):y=sen{1/x),x» 0} U((O,O)}-‘-IP\Z. Y es conexo como vimos
en el ejemplo 145, pero no es localmente conexo en p=(0,0). Por

ejemplo, la bola con centro en p y radio 1/4 no contiene ninguna ve-
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cindad conexa de p. (Fiqura 28). Por tanto, Y no es localmente conexo.

A
- -

Aqui se hace notar cémo cualquier bola centrada en el punto (0,0)
intersecta a Y en un espacio no conexo. Su interseccién es una coleccion de seg-
mentos de linea unos separados de otros.

Figura 28

2.3 - Teorema: EI espacio X es localmente conexo si y
solo si las componentes conexas de cada conjunto abierto son con-
juntos abiertos. ‘

Demostracidn:

i) Sea X un espacio localmente conexo y sea A€ X abierto..
Sea C una componente de Ay X& ¢, luego como xeA y es abierto, en-
tonces existe una vecindad conexa Ux de x tal que xé& UXE &, pero C
es el conjunto conexo maximal de A el cual contiene a x, fuego
x & Ux; C, por tanto C es abierto: Cigux.

ii) Supongamos que U es cualquier vecindad de x eX. Sea
¢ 1a componente de U que contiene a Xx. ‘Como C es abierto por hipé-

tesis, luego C es una vecindad conexa de x la cual es un subconjunto

de U. Por tanto X es localmente conexo.

-198-

2.4 - Corolario: Cualquier subespacio abierto de un

espacio localmente conexo es localmente conexo.

Demostracién: Se deja como ejercicio.

2.5 - Teorema: Si f es una funcién abierta y continua
del espacio localmente conexo (X,T) sobre un espacio (Y,T’), enton-
ces Y es localmente conexo.

Demostracidon: Sea yeY y U cualquier vecindad de y. Ahora
como f es suprayectiva, existe x gX tal que f(x)=y. Entonces f_‘(l.“;
es una vecindad de x. Como X es localmente co;\exa, existe una ve;in-
dad conexa V de x tal que VEF-I(U). Como f es abierta, f(V) es una

vecindad conexa de y tal que f(v)e U. Por tanto Y es localmente conexo.

T}

2.6 - Teorema:Sea{(Xu, Jlae

una familia de espacios
topolégicos no vacios. El espacio producto HXQ es localmente conexo
si ysolo si cada Xu es localmente conexo y todos los Xu son conexos
excepto quizés un nimero finito de ellos.

Demostracidn:

) Supongamos que’lTXu es localmente conexo. Como cada pro-

yeccidn .IX_—» X, es una funcién continua y abierta, luego cada XJ

Pty ™ g
es localmente conexo por el Teorema 2.5. Sea A cualquier vecindad

conexa de algin punto xel!xa. A contiene una vecindad basica de x de

-1 -1 . . X
1a forma B=pa](A,‘)(\...npu (An)' donde A, es abierto en X _ . SiaF&

i
para toda i=1,...,n, entonces pu(B)-Xch y por lo tanto _Xu es conexo

para toda a&{a‘....,u"} .
<) Sea {u',....cn)El tal que X, es conexo si y solo si

a#{ct.‘..,un}. Sea x&ﬂxa y A una vecindad de x. Entonces existe una

. P -1
vecindad basica de x, BspB](A])n...nps‘(An) la cual est3 contenida
n

en A, donde Ai es un abierto en XB . Para cada Bi’ i=1,....m, existe
i
una vecindad conexa de x6 (1a B,i-ésima coordenada de x), Bi conte-
i



nida en Ai' Para cada Xy (iz1,...,n) escojamos también vecindades

2 ! - * - x -
conexas B. que las contengan. C=p ’(B n...Np ](B Ne I(B n...
i oy 1 a, " Bl 1

-1 3 N .

.f\pa (Bm) es una vecindad de x contenida en A y es un conjunto
™

conexo pues es producto de espacios conexos. Por tanto qu es lo-

calmente conexo.

Seccién 3 - Espacios Conexos por Trayectorias

En muchas ramas de la matemitica como en la Geometrfa
Diferencial, se trabaja con una clase de espacios conexos de un
tipo muy''regular’. Analizaremos algunos aspectos de estos espa-
cios en esta seccidn.

Hemos visto que [0,1] es un espacio conexo, luego cual-
quier imagen homeomorfa de [0.1] 1o es. Por ejemplo un segmento
cerrado de recta en ﬂ{"- De manera mas general, cualquier imagen
continua de [O,I] es un espacio conexo. Estas imdgenes continuas
del [0,1] nos servirdn para caracterizar la clase de espacios que
vamos a introducir.

3.1 - Definicién: Sea (X,T) un espacio topoldgico.

Un subespacio Y de X se dice que es una trayectoria en X si existe
una funcidn continua y suprayectiva f:[O,]] Y. X se dice que es
un espacio conexo por trayectorias si para cada par de puntos x,ye X,
existe una trayectoria en X que los contiene.

3.2 - Ejemplos:

1.- Como cualquier funcidn definida en {0,1t] y con valo-
res en un espacio indiscreto es continua, entonces cualquier espa-
cio indiscreto es conexo por trayectorias. En cambio las Gnicas

funciones continuas de [0,1] a cualquier espacio discreto son las
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funciones constantes, por lo tanto ningin espacio discreto con mads
de un punto es un espacio conexo por trayectorias.

2.- Cualquier segmento cerrado de recta en el espacio
Euclideano ﬂ{n, es una imagen continua de [0,1], por lo tanto ﬁ{n

es conexo por trayectorias (n21). Las esferas

~Mad
n n+l 2_ » .z .
S -((xl,...,xn+l)e-ﬁ\_ : :;xi 1} (n2 1), son también espacios conexcs
=
por trayectorias.
3.~ Un subconjunto E de ﬂ{n se dice que es convexo Si para

cualquier par x,yeE, E Y={tx+(l't)y:te[ 0,11} €S €. Como cada E, v
, s

es una imagen continua de [O,IJ, luego cualquier subconjunto convexo

n . . . .
"de R es un espacio conexo por trayectorias. Por ejemplo cualguier

n .
bola de fR- es un conjunto convexo.

3.3 - Teorema:

1.- Cualquier espacio coneﬁo por trayectorias es un espa-
cio conexo.

2.- No todo espacio conexo es conexo por trayectorias.

Demostracidn:

1.- Sea X un espacio conexo por trayectorias y xeg X.

Para cada x'e& X sea Yx' la trayectoria que contiene a x y x'. Luego
X=\){Yx,:x'e X} vy f\{Yx,:x' X}#@,del Teorema 1.10, X es conexo.

2.- Sabemos que el espacio;
Y=((x,y):y=sen(l/x),x>0}{_){(0,0)]>E[R2 es conexo (Ver ejemplo 1.15),
pero no es conexo por trayectorias ya que si (x,y) es cualquier punto
en Y diferente de (0,0), entonces no existe ninguna trayectoria en Y
que contenga a (0,0) y a (x,y), ya que si f: 0,1+ Y es continua y
pl:ﬂ{;-.ﬁ{, pZ:\RF.oIR la proyeccién al eje x y la proyeccién al eje
y respectivamente, entonces de 3.2(c) tCap. |Il'pl-f y pZOf son conti-

nuas. Como p]°f es continua debe tomar todos los valores 1/n7,
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n=1,2,...,. Sea 820 cualquiera y sea ne™ suficientemente grande

para que se cumpla 1/nw< 3. pzof(llnﬂ) es igual a 1 6 -1, esto

implica que para toda vecindad V de 0,(pzof)(V) no estd contenida

en (-(1/2),1/2), es decir p2°f no es continua (definicidén 1.1 Cap.
11), 1o que es una contradiccién. Por lo tanto no es posible encon-
trar una funcidn continua como se deseaba; es decir, Y no es conexo
por trayectorias. Q

Daremos por Gltimo una caracterizacidn sencilla e importan-
te de los espacios conexos por trayectorias.

3.4 - Teorema: Sea (X,T) un espacios topoldgico y X algdn
elemento de X. X es conexo por trayectorias si y solo si para cada
x€X existe una trayectoria Yx que contiene a x y a L

Demostracidn:

2) Resulta inmediato de la definicidn 3.1.

&) supongamos que para cada xe X, existe

f‘:[O,l] — X continua, tal que x,x & fx(O,l].
Sea Xy xze X cualesquiera. Consideremos las trayectorias

f (€o,1]), f (f0,1)). sea f:[0,1] = X definida por
1 *2

f (2t) 04t<1/2
Xy

f(t)=
foo(2¢-1) 1/2% ¢t <
X2

f es continua y x‘,xze £(T0,1]). Esto muestra que X es conexo por

trayectoria.
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EJERCICIOS = CAPITULG VI

Seccién 1.

1.1 - Sean (X,T,) un espacio conexo y T2 una topologia en X que

satisface Tzé T!. Demuestre que (X'TZ) es conexo.

1.2 - Un espacio topoldgico X es disconexo si y solo si existe
AS X no vacio y diferente de X, tal que A es abierto y €5
cerrado.

1.3 -~ Un espacio X es disconexo si y solo si existen A,BES X tales
que:

(a) - AUB=X
(b) A#8, 8#0
() [anc(®)IVlc(rins)=o

1.4 - De los siguientes espacios, decida cual es conexo y cual no
lo es:

(a) E) espacio (X,T) del ejemplo 1.2.1 Cap. I.
(b) El espacio (X,T) del ejercicio 1.3 Cap. .
(c) El espacio (X,T) del ejercicio 1.4 Cap. I.
(d) EV espacio del ejercicio 5.3 Cap. I.

(e) E! espacio de Fort.

1.5 - Demuestre que:

(a) Cualquier espacio infinito con la topologia cofinita es
un espacio conexo.

(b) Cualquier espacio mds que numerable con la topologia
conumerable, es conexo.

1.6 - Demuestre que la Linea de Sorgenfrey es un espacio disconexo.



1.7

1.8

1.9

1.10

1.1

Seccidn

2.3

2.4
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sea (X,T) un espacio topolégico y (Ya} una coleccién de

a€l
subespacios conexos de X, tales que para cualquier pareja

a,B €L, Yaf\YB#D. entonces \JY _ es un espacio conexo.
el

A los espacios topolbgicos X que satisfacen C{x)={x)} para
todo x € X, donde C(x) es la componente consxa que contiene

a x, se le llama espacio totalmente disconexo. .
Demuestre que cualquier espaqio discreto, el espacio de los
racionales con la topologia usual y el espacio cociente dado
en el ejemplo 1.18.3, son espacios totalmente disconexos.

Sea Y un subespacio conexo de un espacio X, y supongamos que

£ es un subconjunto de X que satisface: ENY## y (X-E)N Y#D.

Demostrar que Fr(E)N Y#@.

Demostrar que toda esfera s con n21 es un espacio conexo.
(Sugerencia: Ver ejercicio 4.5 Cap. Hi1l y Teorema 1.5 de
este capitulo).

Demuestre que el intervalo [O,I] no es homeomorfo a Sl.

2.

Demostrar el Corolario 2.4.

Demuestre que la imagen continua de un espacio localmente
conexo no es necesariamente localmente conexo.

Demuestre que la Linea de Sorgenfrey y el espacio de Fort
son ejemplos de espacios que no son localmente conexos.
Demuestre que cualquier espacio con la topologia cofinita

es un espacio localmente conexo.

3.2

3.3

3.5

3.6
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Seccidn 3.

Demuestre que e! espacio de Sierpinski

(x,7) {(x={0,1}, 7={8,{0},X}), es un espacio conexo por

trayectorias.

Si (X,T1) es conexo por trayectorias y T2 es una topologia

en X tal que Tzé.Tl, entonces (X,Tz) es conexo por trayec-

torias.

Demuestre que el espacio del ejercicio 5.3 del Capitulo |

y la recta real con la topologia cofinita, son espacios

conexos portrayectorias.

La imagen continua de un espacio conexo por trayectorias es

un espacio conexo por trayectorias.

Sea {Xu)ue-l una familia de espacios conexos. por trayecto-

rias tales que \x #8. Demostrar que \UX_ es conexo por
<] @ wsl

trayectorias.

Sea (Xu} una familia de espacios. E! espacio producto

ael

de es conexo por trayectorias si y solo si cada factor Xq

lo es.



- 205 -

BIBLIOGRAFIA

[!] N. Bourbaki: ''Eléments de Mathématique: Livre 111, Topologie

Général', Hermann, Paris.

{2 } 0. Bushow: 'Fundamentos de Topologfa General'. Limusa-Wiley
(1970).
[3 ] G. Choguet: 'Cours d'Analyse, Tome {1, Topologie'. Masson

et Cie. (1973).

(4] J. Ougundji: “Topology". Allyn and Bacon inc.

[5] R. Engelking: 'General Topology'. Polska Akademia Nank,
instytus Matematyczny. Warszawa (1975).

[6] a. Garcia-Maynez: "Introduccién a la Topologia de Conjuntos'.
Serie Sociedad Matemitica Mexicana. Trillas (1971).

| 7] M. C. Gemignani: “Elemeﬁtary Topology'. Addison-Wesley

Publishing Company (1967).

[8] E. Hewitt: "On Two Problems of Urysohnf Ann. of Math.

47(1946)503-509.

[9] D. Hinrichsen - J.L. Fernindez: 'Topologia General". Pueblo

_y Educacién (1977).

{10) S. T. Hu: "lIatroduction to General Topology'". -Holdenday lnc.
(1966).

(11] 7. Jech: *"Set Theory'. Academic Press (1978).

[12] A. N. Kolmogorov - S.V. Fomfn: "Elementos de la Teoria de
Funciones y del Analisis Funcional', Editorial Mir-Moscu (1972).

fl}] K. Kuratowski: ‘'introductiont Set Theory and Topology'.

Edicién Revolucionaria - La Habana (1967).

C14] w. J. Pervin: "General! Topology"” Academic Press (1965).

- 206 -

[15] S. M. Pineda: 'Topologia: Una introduccidn". Universidad

[163

[17]

[18]

Nacional Autdnoma de México, Facultad de Ciencias (19892).

G. F. Simmons: '"introduction to Topology and Modern Analysis'.
McGraw Hill-Kogakusha (1963).

L. A. Steen - J. A. Seeback: ‘''Counterexamples in Topology'.
Holt, Rinehart and Winston, Inc. (1970).

S. Willard:~ '"General Topology". Addison-Wesley Publishin3

Company (1970).



ow wm w~a w+ § oy

implica

es implicado
si y solo si
para todo
existe

es un miembr
no es un mie
est3d conteni
contiene a
fin de demos
es igual a
es diferente
conjunto de
conjunto de
conjunto de
conjunto de
conjunto de

conjunto de

- 207 -

SIMBOLOS Y ABREVIACIONES

por

o de
mbro de

do en

tracion

de
nimeros
.
nimeros
nimeros
.
nimeros
.
nGmeros

nimeros

reales

reales mayores o iguales a 0

reales menores o lfguales
racionales
enteros

naturales

Espacio Euclidiano n-dimensional

valor absoluto

norma de
minimo de
miximo de
supremo de

infimo de

a

0

n

[

P (x)
B, (x)
Ty
T
cto, 11

1®(0,1])
t2(to, 1)
d(a)

c(a)

i(a)

e(A)

Fr{A)

1d

Xe

c

- 208 -

relacidén de equivalencia

union de conjuntos

interseccidon de conjuntos
diferencia de conjuntos

producto de conjuntos

conjunto vacio

potencia de X

bola abierta

Topologia inducida por la métri;a d
Topologia usual en u{n

Espacio de funciones reales continuas
definidas sobre (0,13

Conjunto derivado de A
cerradura de A
interior de A

exterior de A

frontera de A

funcidn identidad
funcidn caracteristica

funcidn proyeccidn

espacio cociente

Pagine

30
32
33

35
36
37
ks
52
54
55
56

83
s7
88
91
100

108



- 209 -

INDICE ALFABETICO

A
Antisimetria

Axioma de Eleccidn

B

Banda de Moebius
Base de Topologfa
Base de vecindades
gien ordenado
Biyeccién

Bola Abierta

C

Cardinalidad

Cauchy-Schwarz (Desigualdad de)

Cerradura

Clases de equivalencia

Compacidad

Comparacién de topologias
" Completamente regular

Componente Conexa

Composicion de Funciones

Conexidad

Conexo por Trayectorias

Pagina

105
b1
4o
19
10

32

12
36
52
102
158
34
}bz
195
10
188
199

Conjunto
Abierto
Bien Ordenado
Cerrado
Convexo
Denso
Derivado
Finito
M3s que Numerable
Numerable
Numerable tnfinito
Ordenado
Parcialmente Ordenado
Potencia
Radialmente Abierto
Totaimente Ordenado
Cono
Convergencia
Uniforme
Convexo
Cubierta Abierta

Cubo

D
De Morgan (Leyes de)
Denso
Desigualdad
de Cauchy-Schwarz

del Tridngulo

- 210 -

31
19
39

115
49

13
14

13

110

105
28,
28

265
158
151

36
22

76,

125



Derivado
Distancia

Dominio

3
gspacio
Cociente
Compacto
Completamente Regular
Conexo
Conexo por Trayectorlas
Disconexo
Discreto
de Fort
de Hausdorff
Indiscreto
de Lindelof
Localmente Compacto
Localmente Conexo
Métrico
de Nieminski
Normal
Numerablemeate Compacto
'Paracompacto
Particidn
Primero Numerable

Producto

- 21t

ina

s

k9
22

100
158
142
188
199
188
31
160
126
3
169
165
196
22
136
138
169
176
101
118
97

Regular
Segundo Numerable
Separable

de Sierpinski

Topoldgico
Totalmente Disconexo
Extension

Exterior

F

Familia de Conjuntos que distingue

Conjuntos Cerrados

Familia de Conjuntos que distingue

Puntos

Familia Localmente Finita

Familia o-localmente finita

Fort (Espacio de)

Frontera

Funcidn
Abierta
Biyectiva
Caracteristica
Cerrada
Constante

Continua

133
119
117
50

126
126
126
133
31

203
1

55

150

150
173
173
160

55

73
10
83
73

68



tdentidad
Incfusién
Inyectiva

Suprayectiva

H

Hausdorff (Espacio de)
(Teorema de)

Heine-Borel (Teorema de)

Hereditaria (Propiedad)

Homeomorfismo

t
{magen
tnterior

inyeccidon

Lema

de Urysohn

de Tukey
Ley Distributiva
Leyes de De Horgan
LindelSf {Espacio de)
Linea de Sorgenfrey
tocalmente Compacto
Locifnente Conexo

Locaimente Finito

- 213 -

Pagina

89

126
20
157
124
72

54

146
163

169
62

165
196
173

M

Mas que Numerable

Métrica
Discreta
Euclidiana
Usual

Moore (Plano de)

N

Nieminski (Espacio de)
Norma

Normal

Numerable
Numerablemente Compacto

Numerable Infinito

0

Operador
Cerradura
Derivado
Exterior
Frontera
Interior

P

Paracompacto

Parcialmente Ordenado

- 214 -

Piaina
2073

13
22
22
22
22
136

136
27
138
14
169
13

s3
51
55
56
sS4

176



Particion

Plano de ﬁoore
Primero Numerable
Producto Cartesiano
Producto de Espacios
Propiedad Hereditaria
Propiedad Topoldgica
Proyeccion

Proyeccidén Natural

Punto de Acumulacién

Adherente
Aislado
Frontera
Interior
Limite

R

Rango

Refinamiento Abierto
Cerrado
Peflexividad
Regular
Relacidn
Antisimétrica
de equivalencia

Reflexiva

- 215 -

Pégina

136
119
4, 20
97
124
125
97

49
53
49
55
o,
¥

S
Segundo Numerable

Separable

Sierpinski (Espacio de)

Sistema de Vecindades
o-localmente finita
Sorgenfrey (Linea de)
Stone (Teorema de)

Sub-base

_Subespacio

Subcubiertq

Sucesidn
Convergente

suprayeccién

suspensidn

T

TO

T

T,

Ty

Teorema
de Stone
de Tietze

de Tychonoff

Tietze (Teorema de)

- 216 -

Pagina

1y
117
50
ks
173
62
178

bk
93
158
76

28,

106

126
126

126

133

178
148
151,

148

76

163



- 217 -

Pigina
Topologia 28
Cociente 100
Cofinita 31
Conumerable 62
De 1a Convergencia Puntual 78
De 1a Convergencia Uniforme 78
Debil 89
Discreta 31
Fuerte ) 92
fndiscreta 31
producto 97
felativa 93
Usual 33
fo:olégica (Propiedad) 125
Toro 105
Totalmente Disconexo 203
Jotalmente Ordenado 7
Trayectoria 199
Tychonoff (Teorema de) 151, 163
U
urysobn (Lema de) 146
v
vecindad 45

vecindad Basica L6



